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Sunte. Diversi autori [1,2,2,4,5, hanro studiato e~
guazione funzionale
pix,y,z} = Plpix,y, by, t,2)

che ' collegata alla scindibilita’ delle leggi
finanziarie. Tale equazione fu per la prima volta
studiata dal Manca in [11 , che ne diede le soluzioni
sotto determinate condirioni per la funzione ¢ . La
soluzione esplicita dell'equazione di cuil trattasi fu
data da Lisei in [3le [41nell'ipotesi chepe o rjspetto
81 suwoi argomenti, mentre iﬁllﬁ]lo stesso  Lisei ha

risolto l'equazione senza fare alcuna  assunziones di

regolarita' sulla stessa. Stabiliamo qgui alcune
pProprieta’ della soluzione dell 'equazione di cui
trattesi, appoggiandoci ai teoremi 4 & 7 dimostrati da

Lisei in [45].

. Sianmo M,Bc IR. Se #i AXBxB == A @' soluzione dj
{13 plx,y,z) = PP ix,y,ty,t,2)

\fxe A, y,t,z e B, allora valgoeno 1 seguenti teovemi.

Teorema 1. Se ¢ e' strettamente crescente nella prima
uariabile e debolmente crescente nella seconda allora
2' debolmente decrescente nella terza.

Dimgstrazione. Supponiano che 3 t1,t2, t, < tz:

t/J(x,y,t:_' } < rp(x,y,t2 ).
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Allorazx
Pix,y,z) = Plp (x,y by, t,2) < Ploix,y,tg )ty ,2) &
& w(w(x,y,tz),tz,z) = gi{x,y,2}

che &' assurdo e gquindi la tesi.

Teorema 2. S& p e' debolmente crescente nella prima
variabile e strettamente crescente nella seconda e
strettamente decrescente nella terza.

Dimostrazione. Supponiams che 53 XaYstyatg, ty< th:

Plxyy, by ) GiX,y,tp)
Allora: j
pix,y,z) = Pl (x,y, 8 ),y ,2) < Plolx,y,ty )yt ,2) NS
\*{ Pl ix,y,ta),ty,2z) = @lx,y,2)

che e' assurdo e guindi la tesi.

Teorema 3. Se ¢ e! strettamente crescente nella prima
variabbile e strettamente (debolmente) crescente nella
terza allora e' strettamente (debolmente) decrescente
nella seconda variahile.
Dimostrazione. Siane vy © y2.51 ha dal teorema 4 di [9]
flj("“ayz s 22 = (P(‘/’(:‘:sy‘ s Yy })\/2 s2) < ‘/"‘/"7"15/1 byz)yyz s Z) =
{£)
= ¢(x,y1,z)

2 quindi la tesi.

Teorema 4. Sia &4 A — 4, / iniettiva e & non e la

funzione identica; sia ¢ soluzione di . (1) con g



strettamente crescente nella prima varijabile; allora
Jy. p non e’ soluzione di (1).
Dimostrazione. Supponiamo Jﬂ- @ soluzione di (1.

Allora:

/((p(x,y,z)) = /c¢<%¢<x,y,t>>,t,z>>>.
Ne viene, posto t=y ed essenda @ loyy,z2) iniettiva
=ﬁcp(x,y,y))=/fx) (vedi teorema & di [3] )

che e’ impossibile per 1'ipotesi Sug/ae quindi la tesi.

Teorema 5. Sia /ﬁALJB — AU B, /?Q)c a, /?B)c B.
Sia o soluzione di (1), ¢ strettamente crescente nella

prima vaviabile e sia
dlxyy,2) = o (%x), ﬂy), ﬂz)).
Se &éi ¢ non e’ la funzione identica allora ¢ non e

soluzione di (1),

Dimostrazione, Infetti, se ¢  e' soluzione di (1), si
ha: .
Giryysz) = $lPpix,y,t),t,z) = ¢(5{¢(x,y,t)>,fft),ffz))

g se ¢ e' soluzione di (1) si ha:

w([%u), fﬁy), /ﬁz)) = *
=, B, Loy, Aoy, Lory=
w(é(x,y,t),Z{t),d{%)).

1}

Pl ,y,z)

i

Ne risulta
¢(%di(x,y,t)),%t),%z)) = ¢(df(x,y,t),%t),%z))

ey per la stretta monotonia di ¢ (-, ({t),éf})i, 5i ha



urn assurdo e gquindi la tesi.

Teorema 5. Se ¢{(-,y,z) &' strettamente crescente 2y

soluzione di (1), se 5 m = min A€IR ( M = max AcIR)
allora pim,y,z2! = m (@(M,y,z}= M) per ogni v,2e B e
Pplx,v,2) > m {plx,y,zr < M) V Xeh, = »m

(x < M) per ogni vy,ze B.

Dimostrazione. Dimostriamolo per il minimo (per il
massimo la dimostrazione e' analoga).

Poiche! Pm,y,z) > m se fosse pim,v,2) > m sarebﬁe

mg egim,z,y) < b(w(m,y,z),z,y) = pim,y,y) =m

(per 11 tecrems 4 di 5] ) assurdo.

D'altra parte, dalla stretta crescenza di Pl-,y,2), si
ha subito che se w » m (x <M} rigulta

m = plm,y,z) < ®(x,y,z) (M = @(M,y,z) > Q(x,y,z)).

Osservazione. Nel laverao [5] 1'insieme A coincide con

[0, +oo] per cui in tale contesto il risultato

precedernts porterebbe a concludere che Pix,y,z) > O

per ogni x > Q3 y,z 3 O,

Teorema 7. Sia card B » 1. Se Pix,vyy * ) & @lx,+,2)
sono debolmente crescenti (decrescenti) e una delle due

lo e' strettamente allara Ol ,y,2) nonm e' iniettiva.
Dimostrazione. Infatti K olx,yay),yyz) = plx,y,z) da
cui, se ¢(.,y,z) fosse iniettiva, x = olxyy,y), V/ yeB.

Inoltre 3 Yy Y, € B con ¥y < Yo tali che
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x = ‘P(x’% !Y1 )(f) ‘P(Kayz ’YZ) = oK

assurdo e guindi la tesi.

2. Sia g: AxB —|R. Sia ( vedi teorema.B di [3]»

C =1{(x,y,2) e AxBxB : esiste un'unicse soluziorme we A
dell 'eguazione
(%} gix,y) = glu,z)

Sia ! C=—nAn, e p{x,¥,2) la spluzione di ().

Attraversa la rappresentazione delle curve di  livelio
di ¢ possiamo dare un'interpretazione gaepometrica di C & p
Un punto (x,y,z) e C ge e solo se la curva di livello
di g passante per (x,y) incontra in uno ed uno s0lo

punto la retta di ordinata z e Pix,y,2) e' 1'ascissa

di tale punto. Fertanto rcondizione necessaria g
sufficiente affinche' G = AxSxE ' che ogni curva di
livello di a interséchi in uno ed un solo punto 1la

retta di ordinata =z qualunque sia ze B, condizionae
che puo' essere equivalentemants gsnressa dicendo che
ogni lnea di livello di 9 ®' i1 grafico di una

funzione da B in A. La condizione di stretta cCrescenca

per P - 3v,z) per ogni Y:2 €B =i puo' esprimere
dicendo c¢he prese due Curve di livello E‘ e [; di

9 copple di punti rispettivamente sqy due linee di

livello r: a [z che abbiano uguali ordinate hanne



le rispettive ascisse che verificano la
relazione di disuguaglianza o, in simboli, se
‘{aj,c),(b1,dle E . (az,c),(bz,d)e C

risulta

(32"81 )(hz—b,’ Y o 0O

Infatti i ha L == I, essendn I e

proposizioni seguenti.

% :
per ogni Kya¥y 1Y 325 Xy a¥y € A .y,ze 2]
P el w(x1,y,2) CoplRy,Y,2)
12:
per ogni 3, ,h1 ,az,b2 e A c,deB
a1='5 3y 3 (a‘1,c)eq H (az,c)er;

(b, ,d)&‘r: ; (bz,cl)el—;
risultas

(az—a1)(bzmb1) > 0.

Dimostrazione:

% =3 Iz:

Eia_no (a1,c),(b1 .
Ne wviene;:

G (a1,c) = ¢ {b, ,d} => q = w(a1,c,dJ

[

g (8y,6) = g (b, ,d) = b,= pla, c,d),
Allora per la stretfa crescenza di pl-,y,2)
a8, % 3y —> by= ¢la ,c,d) ¥ ¢la,,c,d) =b,

e guindi

stesca

ci)gE 3 (.512_.c:3r,(bz,cj)e[;l con a_l# 3y

ha che



‘s *a')(b2~h') > 0.

I, = 11:

sia %, < X, 5 K, 4X

4 5 1 e A = sia ¢ t.c. (x1,c)e n

2
e (xz,c)e E

Consideriamn, fissato un qualungue valore d , 1'egua~

zione in o q(x1,c) = glu,dY che ha soluzione
U = Uy ¢(x1,c,d)
e l'egquazione in  u g(xz,c) = glu,d) che ha soluzione
u = u,= @(xz,c,d)
Ne viene che (w(xi,c,d),d)e[: e (m(xz,c,d),d) e,;
e quindi (xz—x1)(w(x2,c,d> - w(x1,c,d)) > 0

q)(xz,c:,d) > (pf><1,c,d?
Infatti, indicando con f: B — A una funzione 1l cul
grafice &' una linea di livello d1 g , 5u55iﬁte il
seguente teorema: [ L I, .

X € ﬂ,y,z1,z € B

I, ¢ per ogni RsY a2y 2 5

1 2’

z,< 7 = rp(x,y,z_') £ q)(x,y,zz).
I, ¢ per ogni fi1B — A il cui grafico ' una lines di

livellno di g e per ocgni y1,yze B
vy <Y, = Fly, 3 € iy,
-

Dimostrazione. Siano xeg A, v ebB fissati e sla I la
linea di livellp a cul appartiene i1 punto (n,yv) 2 sia
f la funzione di cul [1 e' il grafice. Siano n 1Y, € B
teCa y1< Y -

Consideriamo 1l'eqguazione in u:

gix,y) = g(u,y1}
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che ha la soluzione

u = u, = w{x,y,y1)
& l'eguazione

gix,y) = glu,y,?

che ha la soluzione

u = u, = ¢(x,y,y2).
Allora (u1,y1) =] (uz,yz) appartengono a [1 51 ha

, = ‘F(yi) e u, = f(yz).

Ne viene che, vera 1l'ipotesi 11 , 51 hia
f(y') = Uy = @(x,y,n Y £ w(x,y,yh) = U, = f(yz) cioe’
f(y|) < iy, ).
Analogamente, vera 1'ipotesi I, ; si ha
Py Yy, b= oug = Fly ) & Flyy) = Uy = plx,y,y,) cioce’

o~

VARSER PR AR IR ﬁo(”$3:’;y2)
e quindi la tesi.

Analogamente la debgle crescenza di Ol ¥y )y

V/ {x,¥le AxXEB 51 puo’ intefpratara dicendo le
funzioni da B inA 1 cuil grafici sgno le linee di
lTivelio di g risultane tutte debolmente crescenti.

Se p(%,y, =1 &' debolmente cregcente V (x,yv) e AXKE,
se z, € D, (B) zllora condizione necessaria =

sufficiente affinche'

1im P{x,y,2) = kix,y)€ [~ 0,4+ |
Z'—"Zi
o' che detta g?v : B — A 1la funzione il cui grafico

e la linea di livello di g passante per (x,y) e AXE,
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51 abbia

lim f__(z) = kix,y);
lx e

infatti cio' e' ovvia rconseguenza del fatto che

plr,y,z} per ogni z ebB.

ggv(z)
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