Report n.25

Attrazione ed entropia

Vincenze BRUNO

Pisa,1989

Questa ricerca & stata in parte finanziata

dal Ministero della Pubblica
Istruzione.,



1

1 - In questi ultimi tempi la teoria e le applicazioni dei processi
probabilistici si sono evoluti continuamente. Molti fenomeni, naturali,
¢conomici e sociali, fino a ieri sviluppati con metodi deterministici,
vengono oggi osservati con questi ultimi modelli.

In questo contesto rientrano le analisi condotte con il concetto di
entropia. Tale concetto, sviluppatosi nella fisica e nella teoria
dell'informazione, si usa attualmente in molte altre branche del sapere.
Gli elementi fondamentali della predetta teoria si rifanno al concetto
d'incertezza, incertezza che esiste, quasi sempre, in ogni campo della
vita. Quanto maggiore 2 Ia probabilitd che si verifichi un evento, tanto
pil piccola & lincertezza dello stesso. Con probabilith uguale a uno, si
ha la certezza che si verifichi l'evento. Se una distribuzione & discreta
con probabilitd, p;, pa,..... » Pn , l'entropia di Shannon si definisce
come segue :

H=-k p log p
n- K& P logp; ()

ove k ¢ una costante; per k = 1, si ha

i=1

B
0< Hns log n

L'entropia ha il campo di variazione compreso fra 0 (massima certezza)
e log n (massima incertezza) ) .

2 - Com'¢ noto si pud analizzare la variabilitd bidimensionale dei
fenomeni osservando la variability della tabella cosi come i fenomeni
vengono disposti. La disamina di tale variabiliti pud essere condotta
sia attraverso la "teoria della connessione”, sia mercé la "teoria
dell'entropia”. Con la prima si tenta di misurare la variabilitd della
tabella effettiva con quella ricavata in un'ipotesi d'indipendenza
probabilistica, con la seconda si misura il grado di variabilitd che si
delinea nel posizionare il fenomeno ad una cella o ad un'altra della
tabella in oggetto (2).

Lo studio di due o pidt variabili in termini entropici & fecondo di
risultati, tant'® che si perviene ad aspetti, in un certo senso nuovi, di
coentropia (3) . Riteniamo utile, in questa sede, riesaminare i concetti
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di attrazione e di repulsione cui danno luogo due particolari serie
entropiche.

3 - Sia data una tavola (tab.1) della forma 2x2, detta tavola a quattro
quadranti o taveola tetracorica, dove

Tabella 1
B By Totale
A B, non B
At a o a+o=C
Ay B b B + b=D

non A

Totale |a+p =E |o +b =F [N=C+D=
= E+F

A1 eB1; Ay e B2sono modalitd che esprimono la medesima qualiti.
Aire B2 ;A2 e Bisono modalitd che indicano qualitd diverse.

a+a ;B +Db; sonole frequenze di B rispetto ad A

a+B ;o+b; sonole frequenze di A rispetto a B

Con la predetta tabella & possibile analizzare le “relazioni interne' fra
due caratteri (4). Consideriamo le frequenze relative lungo le righe (5);
esse danno luogo a due serie cosi disposte :

Puu= _a& ; pia=_o 3)
C C

P2r= B, pa=_b__ (4)
D D

La tavola (tab.2) che ne deriva sari :



Tabella 2
B B> Totale
A B non By
Ay P11 P12 1
Ay P21 P22 1
Totale | p114p21 |pP12+Dp22 2

Nella tab.2, si ha pij = 0.

Se dai suddetti processi rileviamo le entropie, avremo :

HA1B1 = - p11 10g 11 = p11 log (1/P11) (5)
HA1B2 = - P12 logP12 =D12 log (1/P12) ‘ (6)
HA2B1 =-p21 log P21 =Pn log (1/p21) N
HA2B2 =-p22 log p22 =px» log (1/p22) (8)

- Ha1B1e HAa2B2 sono le entropie per i caratteri che hanno le medesime
qualitd, cioé simili fra loro; Haipse Ha2B1 sono le entropie per i ca-
ratteri che hanno qualitd diverse, cio& dissimili (6). La tabella
tetracorica (Tab.3) che ne deriva, sari :

Tabella 3
B B, Totale
AA B non B,
Ay HA1B1 HA1B2 [HA1B1+HA1B»
Az HA2B: HA2B2 A2B1+HA2B»
non Aj
Totale HA1B1 + HA1B2 +
+HA2B1 +HA2B2 N




Nella suddetta tavola presupponiame che Haip; + Haips sia il minore
numero e lo si pone uguale ad uno. Con tale somma uguale ad uno,
trasformeremo la medesima tavola nella seguente (tab.4), facendo le
dovute proporzioni: :

Tabella 4
B B> Totale
A B, non B;
A m 1-m 1
A, P-m | n+m-p n
non A
Totale p n+1l-p n+ 1
dove :
H
A1]31
m = I 9
A1B1 AIB2
H + H
A1B1 A2B1 .
p =
H + H
A1}31 Ale
HA2B1 il HAsz :
n= :
H + H (D
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Dalla tabella 4 si deduce che, se n e p sono costanti, al crescere di m
aumentano tutti i rapporti che si possono istituire, quindi, aumentano,
generalmente, le relazioni fra le entropie di parametri simili. Cresce, in
particolare, Ha1p; ed Haops.
Se p>1,siha Haip1 + Ha21 > HAig1 + Hamz.
Se P < 1, si ha HAlBl =p ¢ HA2B1 = Q.
Se p=1 si avri HAlBQ"-= HA2B1-
Se p=n siavrd Hpsp; = HaiBa.

Se n=p=1 siha1/2 per tutte le quattro entropie (caso di simmetria
perfetta) ed i quattro rapporti sono uguali ad m.

Per m=1, si ha Haipa=0; perm =0, si ha Hpa;g; = 0.
Il valore minimo che pud assumere m & O,

Se m ha il valore massimo 1; Haiga= 0.

4 - L'attrazione si oftiene come segue:

H + H
AB A8
H
AB Hypt Hy
A= _ 1 1 1.2 (12)
HAB+HAB n-+1
11 12

Vi & attrazione fra simili quando nella (12) si ha:

H + H
A1B1 A2B1
H B Hyop*tHyp
11 > 11 172 (13)
H + H g n+1



Vi & indipendenza quando nella (12) vi 2 uguaglianza, fra i due
rapporti ; vi & associazione fra dissimili, quando nella (12) il primo
rapporto supera il secondo.

Se la (12) risulta uguale ad 1, si pud avere :

H
A B
+ <
AB, AB,

L'indice di attrazione, in termini entropici, ¢, per p >1 :

H +H H H H +H
AB" AB | AB . AB  "ABTAB
H +H H +H H +H H +H
ABTAB, "ABUAB, AB AB, “ABAB
L= H H (13
AB s B aBtHyp -
2] 22 1.1 2
H _+H H _+H
AB"TAB ABUAB
La (15) dopo diversi sviluppi diventa :
H (N-1) - H
AB AB
Sl T ) (H__ +H. ) ° (16)
AB "AB, ""AB TUAB

Il predetto indice sara per psl ;
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HA2B1 * HA2B2 . HAIBI . HA1B1 _ jHAIB1 +HA£_L
- H,Alr;i * HA:BI; HA1B1H+ Hp 1.:32H "ap HAIBQ “ap T
AB " AB, “aB " aB
HAlBi * HAle HAIBI * HA1B2
a7

La (17) dopo successivi sviluppi, sara:

H _ +H )-H _(H +H ) \,
. AB AB " "AB AB AB " TAB a8
H o H,  +H _)+H _H _ +H _)
AlBl A2B1 A2B2 A2B1 A2B1 A2B2

Per n e p costanti, 'associazione cresce al crescere di m e raggiunge
il valore 1. (avendo attrazione perfetta, quando nell'indice 1; . il
rapporto corrispondente ad m & uguale a 0 e pell'indice I, m=p). I
due indici, I3 e Ip,saranno zero, quando m= p/n+1 . In tale caso si ha
indifferenza fra i gruppi di attrazione.

Quando & p=n=1. cio& quando le entropie delle due popolazioni sono in
numero uguale, si avrd Iy = 2m-1, per cui

H
A1B1 . AB A B2

1 H +H H +H
AIB1 Ale AB A Bz

La formula generale dell'indice di repulsione &:

il



+ 1 1 - 1
+H H + H H +H
) AlB A1B2 A1B1 Ale A Bl A1B2 A1
1 = H + H
AIBI AZBI
Hap * By
11
La (20) dopo vari sviluppi diventa
Hyp HAB “H g HAB
I' = 11 22 1 2 21 (21)
1 @H= +H _)(H + H )
A1B1 A1B2 AIB1 A2B1

con riferimento alla tabella 4; se m=0 si ha la repulsione perfetta.

5 - L'indice di Yule (Q) diventa, dopo facili passaggi :

H H - H H
A1B1 A2B2 A1B2 A2B1

H__H H, _H ; @2
+
AB AB, T “AB "AB

Il coefficiente ® & dato, invece, dalla formula -



.
H H
1 - A1]32 A2B1
H
HA B A2B2
o= = = (23)
H
A B HA B
1+ 1 2 2 1

H H
A1B1 Asz

Gli indici Q e @ coicidono con quello del Benini soltanto nel caso dj
simmetria della tabella tetracorica.

E' acquista la seguente notazione :

E' = 1 1 2 2 1].\12 2 1 . (24)

L' indice di rassomiglianza s fra due caratteri, proposto dal Gini, & Ia
media geometrica degli indici di reversione assoluta di Bad Aedi A
a B (7). Si ha, pertanto:

§ = / T T, (25)

Nella (25), sara :

H, H B
ST, +}111 " H 11112 o (20)
+
AB, " TAB AB," “AB
H
AIBI HAZBI
2T T H " H T+ H P @D
AB T YA B AB T YA
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Sviluppando la (26) e la (27) si avra

r = 12 21 : (28)

I, = ; (29)

Ne deriva che :

6 - Nel presente studio si sono analizzate le attrazioni dei fenomeni
entropici. Le entropie, prese a due a due, vengono osservate alla luce
degli indici di attrazione e di rassomiglianza. I predetti indici tendono a
misurare le attrazioni (o le repulsioni) fra le singole entropie (ciog dei
loro stadi d'incertezza) dei vari fenomeni. E' chiaro che le capacita di
aggregazione delle predette meritano particolari approfondimenti (che
si conta di sviluppare) se sono prese a tre a tre od a pit di tre.

I casi concreti, acquistano una diversa rilevanza se osservati come
processi entropici. Pertanto si sente l'opportunitd di riesaminarli con
alcuni indici che ne evidenzino j caratteri d'interdipendenza. Gli studi
in oggetto, fecondi di futuri sviluppi, pottanno chiarire aspetti del tutto
nuovi e potranno dare della variabilitd a pid dimensioni conoscenze
oggi ignote.
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