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Summary. Thig paper deals with the main problems of the
gimple production model of P. Sraffa (existence, uniqueness
and structure of the solutions for the price system and
for the standard commodity system), without assuming the
indecomposability of the inputs matrix. Other purposes
are:! ‘

al To point out the meaning of the basic commodities
and of some related probZéms;

b) To propose a straightforward proof of the monotonicity
in the wage/profit relation in tts whole range of definition;

c¢) To clarify the relations between the cpen model of
Sraffa and the elosed ones (7. e. the "slave economy” case
in the gense of P. K. Newman [42/);

d} To point out a less known feature of the standard
commodity system and a related "dual meaning” of the
maximum rate of profit;

e) To establish the conditions forv the existence of
price/profit equilibria with zero and with positive wages.

. \ . .
References are in square brackets. Section 6 explains

notations and mathematical tools used.

§ 0. Introduzione.

L'analisi dell'equilibrio del modello di P. Sraffa a
produzione semplice, esposto in [ 57, & gii stata oggetto
di numerose indagini da parte di vari Autori. In particolare,
la letteratura disponibile (c¢fr. i 63 Riferimenti Biblio-
grafici in Appendice) contiene, sia pure in modo talvolta
frammentario, la discussione di problemi relativi all'esisten-
za ed alla molteplicitd delle soluzioni del modello e ad

alcuni loro aspetti economicamente rilevanti, gquali:



la monotonia e la linearitd della relazicne tra saggic di

profitto e saggio di salario, la costanza dei prezzi rispetto

al parametro distributivo, il ruolo del "sistema tipo".

In tale analisi, speciale rilievo meritano poi il grado
di connessione del sistema (cio® il tipo di "beni base" ivi
compresi), l'esistenza di "surplﬁs" (ciceé di almeno una pro-
duzione netta positiva) e la distribuzione del medesimo
all'interno del sistema.

Un'ulteriore analisi sui problemi delineati sembrerebbe
pertanto superflua. In realtd, invecé, lo sfruttamento 4i
strumenti matematici raramente usati {almeno insieme ed in
modo sistematico) in queste applicazioni, quali la teoria
delle K-matrici e la "forma normale"” 8i una matrice guadrata,
non solo consente, assieme al ben noto teorema di Perron e
Frobenius, di riformulare e completare i risultati gia dispo-
nibili (con gualche interessante risvolto didattico), ma anche
offre l'occasione per:

a) Precisare ed ampliare il concetto di "bene base", chia-
rendo la natura dei problemi collégati alla decomponibilita
della matrice degli inputs;

b) Proporre una dimostrazione semplice e diretta, di una
proprietd economicamente rilevante della relazione che collega
le due grandezze distributive del modello in esame;

c) Chiarire i rapporti che (almeno dal punto di vista della
logica economica) esistono tra tale modello é 1l'analogo
medelio sraffiano di "produzione per sussistenza" {(nel senso

pild avanti precisato);



d) Completare l'analisi gi# nota sul problema dell'esisten-
za della merce tipo e.sul significato economico del saggio
massimo d4di profitto compatibile con 1'equilibric del sistema
dei prezzi:

e} Sottolineare la differenza tra le condizioni che garan-
tiscono il predetto equilibrio con salari positivi e le analoghé

riferite a salari nulli.

Cid premesso, il presente lavoro si articola secondo il
Seguente schema:

1) Nel § 1 si precisano le ipotesi fondamentali adottate
nel modello, sia dal punto di vista economico che formale.
Inoltre si trasforma il sistema che descrive il modello in
un eguivalente sistema costruito sfruttando le caratteristiche
essenziali della "forma normale” di una matrice (secondo
Gantmacher), sistema che meglio si presta all'indagine
successiva.

2) Kel § 2 si presentano, in forma unificata, 1 risultati
principali sull'analisi del modello, risultati gi3d in parte
accennati nella prima parte dell'Introduzione. Questo para-
grafo & diviso in guattro parti, ove vengono rispettivamente
descritte le proprieta della matrice tecnologica, 1l'esistenza
di equilibrio in presenza di salari positivi, 1'esistenza di
equilibrio con salari nulli ed infine le relazioni esistenti
tra le variabili distributive del modello.

3) Nel § 3 si analizzano alcune possibili varianti del
modello di produzione semplice di Sraffa precedentemente

descritto.



4) Nel § 4 si discute il sistema duale di quellc dei
valori e si individua 1'esistenza della merce tipb in ipotesi
generali sulla connessione della matrice tecnologica.

5) Nel‘§ 5 vengoho sviluppate alcune osservazioni relative

ali precedenti paragrafi.

Si avverte che i necessari richiami sulle notazioni adot-
tate e sugli strumenti matematici sfruttati, vengono raccolti,

per comoditd del lettore, nel § 6.

§ 1. LE TPOTESI DEL MODELLO.

Sia dato un sistema di produzione che produce n beni o
merci in n corrispondenti industrie (o settori economici),
con n > 1, nelle assegnate guantitd (lorde complessive)

descritte dal vettore colonna

: 95

q = [qll qzl‘-llqn] = .

n

e destinate allo scambio, da effettuarsi al termine del
comune periodo produttivo, ai prezzi descritti dal vettore
riga
P = Eplf p2, .. pn ] .
Escluso 1'impiego del capitale fisso, gli inputs richiesti
dalle produzioni g, sono descritti da:

a) una matrice

A=[aij],ieN,jEN,



essendo
N=1{1, 2, ..., n},

e nella duale aij misura la quantité del bene i-esimo prodotta
nell'i-esimo settore e direttamente assorbita nella produzione
complessiva del settore j-esimo, di modo che A g misura i
consumi intermedi (o.inter—industriali) necessari per le
produzioni lorde descritte da q;

b) un vettore riga

b=y ityreiit, ]
nel guale Qi misura la gquantitd gdi lavoro direttamente
assorbita dal settore i-esimo, lavoro (gualitativamente
omogeneo} complessivamente disponibile nella quantita
limitata

L > 0,
e da remunerare con la corresponsione di salari posticipati,
calcolati sulla base 4i un saggio di salario

w > 0,

comune a tutti i settori.

Inoltre gli inputs &i beni, disponibili da produzioni del
periodo precedente, sono immessi nel sistema, all'inizio del
periodo produttiveo, dalla classe imprenditoriale, la quale
anticipa il wvalore relativo agli inputs medesimi (capitale
circolante) necessario per la' loro mobilitazione e percepisce
un profitto (posticipato) proporzionalé a tale capitale,
secondo il saggio di profitto r > O, comune a tutti i settori,
in virtld 4i un'ipotesi di libera concorrenza implicitamente

sottostante al modello.



Sulla matrice A e sul vettori g, p e &, si accettano poi
le seguenti ipotesi:

i} G1i n beni presénti tra gli inputs di ogni industria
sono tutti impiegati in guantitd non negative, ed ogni
industria ne impiega almeno uno in quantit3 positiva. In altre
parole risulta, secondo le convenzioni precisate nel § 6,

(1) A’ >fo], v3en;

1i} T requisiti di lavoro sono tutti positivi. Si ha ciod

(2) g> (0]
iii) Prezzi e produzioni lorde sonoc tutte positivé:

p>{0],a>[0] ;

iv) Il sistema & in stato reintegrativo, nel senso che
le produzioni lorde q, che assorbono 1'intera disponibilita
dil lavoro
(3) - L q=1L,
sono sufficienti per i consumi intermedi A g, sicché& per il
corrispondente vettcre delle produzioni nette y =[q - A g |

risulta

v=la-2q]2[0]7;

v) Il sistema & stagtico, nel senso che le produzioni nette
sono tutte consumate {dai lavoratori e/o dai capitalisti),
sicche per ogni bene sono escluse divergenze tra produzione
netta e consumo finale. E' ovviamente possibile uscire da questa
"gabbia statica", a patto -beninteso- di accettare la linearitd
del processi produttivi o comungue di assumere qualche altra

ipotesi sui rendimenti, col conseguente rischio di dover



rinunciare alla ricerca di "quelle proprietd di un sistema
economico che sono indipendenti da variazioni nel volume della
produzione e nelle proporzioni tra i 'fattori! impiegati™
(cfr. [57], Prefazione).

vi) Le produZioni‘éffettive sono tutte unitarie, nel senso
che risulta
(4) q = nu,
c¢on u vettore a componenti tutte unitarie.

vii) La quantitd totale di lavoro disponibilé € unitaria:

ovvero risulta, pér la (3) e (4), (cfr.[Sf],ﬁ 10},

(5) Aa = 1.

viii) La matrice A2 & nella sua "forma normale" {120} e nel

senso precisato nel §6.2.

Per quanto superfluo, si pud osservare che le ultime tre
ipotesi introdotte non ledono minimamente la generalita
dell’analisi. Cid &.evidente per le ipotesi vi) e vii), non
appena si sfrutti la possibilitd di scegliere opportunamente
le unitd &i misura per le produzioni lorde e la disponibilita
di lavoro. Per gquantc riguarda l'ipotesi viii) vale 1'analoga
Oosservazione, collegata perd alla possibilita di scegliere
un opportuno riordinamento dei settori. Al riguardo si pud
notare che tale permutazione si riflette direttamente non solo
sull'ordine delle righe e delle colonne di A, ma pure su quello
delle componenti dei vettori 1, Prd=uey=u-24au.

Pill precisamente, se la forma normale A di A si ottiene

con la trasformazione



A=PAP',
con P matrice di permutazione, allora in ltogo 4i A, £, p,

9@ =u, ¥y =u- Au, basta considerare, rispettivamente,

A=Pap', T =tp', p = pPP,g=Pg=Pu=u,y=Py-=

It

U - A u. Per guanto riguarda y e y valgono poi, in virtd delle

ipotesi i), iv) e vi), le limitazioni

(6) [Q] ¥ =u-Auc<u, [b ] <y=u-=-2uc<u.

Cid premesso, diremo che il sistema produttivo (cvvero
che 11 modello) & in equi librio quando esiste una térna
(7) (P r, w)
soluzione del sistema

(L+r) pA+wi=0p
(8)

p>[0o], r>0, w>o.

In altre parolé, i1l modello ammette equilibrio se e solo
se esistono valeri @i scambio (prezzi, o meglio, "prezzi
naturali"), valori dei saggi di profitto e 4di salario, tali
per cui in ogni settore il valore della produzione lorda
copra i costi per inputs 4di beni e di lavoro, in modo tale
che il residuo valore configuri esattamente il profitto sul
capitale circolante anticipato.

Nell'ipotesi che il sistema {8) ammetta un eguilibrio

(p, ¥, w) = (pQ, ro} wO), allora & evidente che ogni terna

del tipo (p, r, W) = apo, ro, uwo), con o costante positiva
arbitraria, gode della stessa proprietd ed individua un eqgui-

librio caratterizzato dagli stessi rapporti tra valori {prezzi,



salari, capitale circolante, profitti). Poiché dal punto 4i
vista economico tale molteplicité‘di equilibri pud essere
considerata non rilevante, conviene senz'altro imporre una
condizione atta ad eliminarla, cid che si ottiene, ad esempio,
normalizzando il vettore dei prezzi con la condizione

(9) : pb=1,

nella quale b denota un prefissato vettore semipositivo. In
proposito la scelta b = y si presenta naturale, a meno che

sia y = [b ], nel gqual caso si pud scegliere un elemento h

di N e porre b = uh, con uh'vettoré a componenti tutte nulle

salvo la h-esima, unitaria:

(10) Yy =u=-Au, sey > [0]

(11) u?, se y = 0] .

Altre possibili normalizzazioni conducono alla scelta b = u
© (nel caso siaw > 0) w= 1,

Nell'ipotesi che gualche prdduzione netta sia positiva,
cioé che valga la {10), le normalizzazioni (5) e (9) consento-
no pure di considerare la variabile distributiva w non solo
nel senso gid definito (saggic di salario), ma anche come
quota distributiva, intesa quale porzione del valore del
prodotto netto assegnata alla classe lavoratrice.

Tale possibilitd suggerisce di imporre alle terne (p, r, w)
soluzioni del sistema (8) ulteriori vincoli atti.a garantire
che, nell'ipotesi (10), i1l valore unitario p y del prodotto
nette y si ripartisca tra salari e profitti in quote comple-
mentari:

(12) l=w+rpau, O fwx<l,0

2
M
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In proposito conviene perd osservare subite che tali vinceli
sonc trascurabili, in guanto ridondanti. Infatti, se il
sistema (8) ammette soluzioni, allora nell'ipotesi (10), dalla
prima delle (8) si trae non solo
(13) wil=p(I~-A) -rpaA
(con I matrice unitd di ordine n), ma pure, post-moltiplicando
ambo i membri della (13) per u e sfruttando le (5), (9), e
(10},

(14) wl u=w=p (I ~A) u-~rpAau-s= pb-rpau-=
=1-r pAu,

cioé& la prima delle (12). Poiché& i vincoli sui segni di A,

P, ¥ @ w nel sistema (8) garantiscono 1la non negativitd di

salari e di profitti, dalla (14) scendono subito le altre

limitazioni descritte nelle (12).

Conviene avvertire che ncnostante le analogie feormali, il
modello presentéto non coincide col ben noto modello a coef-
ficienti fissi 4di Walras-Cassel-Leontief, ciod& con inputs
lineari rispetto alle produzioni lorde, almeno perché nel
nostro modello gueste ultime si intendono asségnate e nessuna
ipotesi & assunta sulla sostituibilitd tra i fattori, né& sul
tipo dei rendimenti di scala. Neppure il modello coincide
esattamente con uno dei modelli di preduzione semplice di
Sraffa: tale differenza, che sara meglio precisata nei para-
grafi successivi, si collega non solo ad una diversa convenzio-
ne nell'ordinare gli élementi di A o nel definire lo state
reintegrativo, nonché& (almeno in alcuni dei vari modelli
discussi da Sraffa) gli inputs ed i salari, ma anche e

soprattutto per 1'ipotesi di staticitid v).

_ll_



§ 2. L'EQUILIBRIO NEI VALORI.

Consideriamo dungue i1 sistema {0 modello)

(15) (1 +x)pa+wi = P
(16) p>[0] ,r>0,w>o0
(17) ' pb=1

nella terna incognifa (p, r, w), con b definito dalle (Lo)y-(11),
A matrice nella forma normale (120); dotata delle proprieta
(1) e (6), e % vettore che verifica le (2) e (5).

L'analisi di tale sistéma & condotta nei successivi
punti II, III, e IV, dopo avere individuato nel punto'I
alcune proprietd della matrice A. Nel § 3 discuteremo poi
alcune varianti del sistema (15)=-(17), alle gquali sars possi-

bile ricondurré i diversi modelli formulati da Sraffa.

I) ALCUNE PROPRIETA' DI A.

Dalle ipotesi fatte su A scendono le séguenti proprieta,

nelle quali Az_e_lz denotano gli autovalori dominanti di A

e del blocco Akk della sua forma normale (120).

[

(18) 0gA 21, k=1, 2, ...,8
(19) A: =0 e < o | w2 (g1, (g42),...,8
(20) A; =1 ¢& Akk u=u, k =1, 2, ;S
(21) akk 0], xk=1,2, ..., g
(22) )\]-: > O’ k - l,p 2, ;n.' g
+ + +
(23) 0 < AA = Max { Al' caes AS} £ 1
(24) y—[o]:AA—AS—l
(25) y>]:oi|=>kz<l=>y_>“[:oj



(26) s'>l=>{y_>“[O]#$A;;<l??\Z=l;éy=[0:]}
+ +
(27) s=lw=ad{y=Jo]ei =) =1)
_ + + + +
(28) Al=...=9\g=AA=${>\A=1<=y=[O]fg=S}-

La prima‘disuguaglianza nella (18) e la (19) scendono
subito dal teorema di Perron-Frobenius, non appena si faccia
ricorso alla (1) ed alla proprieta II della (120). In modo
analogo, e sfruttando la limitaziomne (123), si deduce la
seconda disuguaglianza della {(18) e ia (20), dopo avere
notato che dalle (1) e (6) sl trae, per la (120),

Akk u < u, k =‘l, 2, eae, S.

La (21) segue subito dalla (120) poiché 1'ipotesi
contraria implica gqualche colonna nulla in A, contro la (1).
La (22) si prova come la prima disuguaglianza della (18)

sfruttando la (21). Essendo poi, per la proprietd VII della

{120),
Az\ = Max { AI, vy A; 3,
le (18) e (22) bastano per la (23).

Circa la (24) osserviamo che vy = [0] sipud riscrivere,
per la (6), nella forma A u = u, dalla quale scende, per la
(120}, 1l'espressione
(29) 2% y = q.

Da questa, per la (1), il teorema di Perron-Frobenius
(con la limitazione (123)) e la proprietd II della {120),

segue subito

e ciog, per la (23), la tesi {24),

-13 -



Nell'ipotesi y> [0] risulta, sempre per la (6),
A u< u
ed anche, per le (1} e (120),
(30) | A e, k=1, 2, ..., s,
Procedendo sulla (30) come giad fatto per la (29) si trae

A; <1, k=1,2, ..., ¢

e si giustifica cosi, sfruttando 1la {(23), la prima implicazione

della (25). Per stabilire la seconda, si pud invece notare

che la condizione A; < 1 esclude, per la (24), che sia b Bﬂ ’
e che la (6) garantisce v> [O] .

Circa le (26) valgono poi gli esempi indicati dalle seguenti

matrici:
0,4 0,6 0,3 0,6 0,3 o,7
¥ ]
O 0,7 O 1 O 1

Per provare la (27) basta sfruttaré la (24) ed osservare

che, con s = 1, A & connessa, mentre la {(6) porge A u < u,

sicché, con s = 1, Az = 1 implica non solo A; = A; =1, ma

‘pure, per la (123), A u = u, e ciod, sempre per la (6),

y = [o] .

Supponiamo ora che, nell'ipotesi

+ I
(31) Al = ..., = Ag AA’
sia
+
(32) AA = 1.
Allora si ha, per la (20),
(33) A%y = u, k=1, ..., g,

mentre dalla (6) si trae comungue, per le (1) e (120),

...14_



(34) A u cu - [RIHL, GReet2 ks g < u,

k=1, ..., g.
Con g = s la (33) équivale a Au=u, cicé, per la (6),
alla relazione y = [ﬁﬂ, mentre con g< 8 dalle (33) e (34)

scende per le (1), (120) e (121),

k= 1,000005 4= gtl,...,s = 2K - (g
e percis Al [0] , contro la proprietd V) della (120).
Dungue, dalle ipotesi (31)-(32) scende: g =8,y = I:C):I .

Tale conclusione e la (24) bastano per la tesi (28).

II) SOLUZIONI CON w >0.

Supponiamo che il sistema (15)-(17) ammetta soluzioni
con w > O. Allora, per le ipotesi su A e & e i risultati dei
paragrafi 6.3 e 6.4 {(in particolare per le (2) e (8) del §6.4),

posto, come per il seguito, z. = (I -(1+1r)Aa], si ha

pz . =wi>[0],p>0], 20,

e la Z-matrice Zr & pure K-matrice, sicché risulta

1> (1+x) Y, r>o,
A =
cid che implica

(35) AL < 1.

+
A
Posto ora
+ +
{36) r = (1/ x } -1,
A .

€& cosl evidente che se il sistema (15)-{17) ammette soluzioni
con w >0, allora in ognuna di esse risulta

(37) o<r<zx'

- 15 ~



e A gode della proprietd (35), dalla gquale scende, anche pexr
le (36) e (25),
(38) r* >0, y> [0]

Cid premésso, osserviamo che la (35) individua una condi-
zione su A pure sufficiente per 1'esistenza di soluzioni del
sistema (15)-(17) con w > O. Infatti, comungque scelta una
coppia (r, w), con r che'verifica la (37) e w > Q, nell'equa-

zlone

equivalente alla (15), Zr € non solo Z-matrice, per la (1), ma
pure K—matricé, grazie alle (36) e {(37) (cfr. § 6.4, punto 8);

dungue, con la scelta di (r, w) indicata,il vettore
(39} | p=w2? Z.
con Z;l inversa di Zr' € l'unica soluzione della (15) ed &
vettore senz'altro positivo, grazie alle ipotesi suwe 2 e
alla semipositivita delle linée dell'inversa di una K-matrice
(cfr. 8 6.4). Infine, per le (10}, (38) e (39), il vincolo

(17} si traduce subito nella forma
-1
(40) w=1/(% Zr v,

Concludendo: il sistema (15)-(17) ammette soluzioni econ
W > 0 se e solo se A verifica la (35), nel gual caso l'insieme
di tali soluzioni si pud descrivere complétamente associando
a cliascuno dei valori di r nell'intervallo (37), il numero
w descritto dalla (40) ed il vettore

_ ~1
(41) p=w24i % -

1
o
N
[ ]



III) SOLUZIOFI CON w = 0.

Occupiamoci ora delle soluzioni con w = © del sistema
15)-(17 Denotlamo n b i vettori descritti
dalle sole componenti- dei rlSpetthl vettor1 p, b, v (e nello
stesso ordine) associate alle linee interessanti Akk nella
{120) . In modo analogo poniamo
(42) Ztk = [I - {1 + r) Akk j

e, qualora nella (120) risulti g <s, accostiamo ordinatamente

i vettori P(l)' p(z), reay p(s) per'porre

= . =g+l,... .
(42) H(k) l:p(l)l p(2)l ’ p{k""l):l l’k g r IS
Supponiamo che il sistema indicato ammetta soluzioni con
W = 0. Allora, per le ipotesi fatte su A e le convenzioni

{120) e (121), esistonoc un numero r e vettori Pryyre=rs p(s)

tali per culi risulta

(43) [0+ k=1, ..., g

b gk L
(44) (k) “x (1 + ) 1, Ay - i1, s
' (se g < s)
(45) Poy > [0), k=1, .o, s
(46) Py By * oo+ Prgy bigy = 1
(47) r 0.

Per 1'ipotesi (1), la propriété II della (120) e il teorema
di Perron-Frobenius, le (43), (45) e (47) gualificano 1/{(l4r)
come autovalore dominante di All,..., 299 o p(l), o ey p(g)

come autovettori (riga) positivi, rispettivamente associati.

+
Denotato allora con p(k)' k =1, ..., g, un autovettore

- 17 =



(riga) positivo di Akk associato a A; e con o
costante positiva arbitraria, si ha dunque

1
(48) ~—I:;—— = ll S oLl = Ag

(49)

k

—_— + —
p(k) - a'k p(k) r k - l,---’.g-

una

Inoltre, se nella (120) risulta g < s, allcra, per le

ipotesi su A, le (45) e (47) e le definizioni (43) e (121),

il secondo membro del sistema (44) risulta positivo se

p(k) ha unica componente, semipositivo in caso ccontrario,

nel qual caso Akk (e percid Ztk)-risulta-connessa, grazie

alla proprieta II della(l20); Per le osseivazioni b) e ¢)

del teorema del §6.4 e la (45), cid evidenzia che la Z-matrice

kk

Z r k=g+l, ..., s, & pure K-matrice e percid (cfr. pure

r

la proposizione 8) dello stesso teorema e la (42)) che risulta

!

1 .
(50) —_— s A;
14+r
— {k) kk -1
(51) P(k) = (1 + 1) H(k) A (Zr )

k=g+l, ey Sy

cosicché in ogni caso si ha, per le (36) e (23),

{(52) r = r =

1 >0, se A
+ ) 1{

= 0, se )

B+

<

1

1.

Le conclusioni (48) e (50) garantiscono pure che se il

sistema (15) - (17) ammette soluzioni con w = 0,

i seguenti casi

(53) g =18, X

Ul
=
b

It

[o]
> (o

(54) g =5, X

N

[
-
kg

A"
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(55) g<s, A <1, y> 0],

illustrati dai corrispondénti esémpi

1 O 8] 0,7 0 0] 0,7 0,1 0,1
o Ol4 016 ’ 0 014 Or6 r O Or4 Or6 ’
o 0,7 0,3 0 0,3 0,1 0 0,2 0,1

sono possibili, gli altri potendosi escludere sfruttando le

(24} e (28).

Cid premesso, supponiamo che A verifichi la condiziene

= .. = A, S€e g = 8

+
(56) 1
1 >

; + k=g+l, ..., s, se g <s.

= .. = A

O + 0 +

E' allora evidente, per le (1), (120) e il teorema di
Perron~Frobenius, che con p(l), .oy p(g) scelti come nella
(48) e r = r+ come nella (52), si descrive 1'intero insieme
delle soluzioni del sistema (43), (45), (47).

Nel caso (53), tale sistema equivale, pér w =0, al
sistema (15) ~ (16) e rella (17) si ha, per le (10)-(11),

b = uh, con h scelto in {1,2,..., n }. In tale caso, data

la simmetria del ruclo svolto da All, ceny 299

; si pud
allora scegliere, per semplicitd e senza ledere la genera-

1itd dell'analisi,

— = + =
(57) h = ay =1, P (1) u,

in modo tale che nella scluzione

(58) (Pr r, w). = ([P(l);---,P{g) :ll r+.r Q) =

+ + +
(I:Q"l p(l)l---: Oig p(g) :lr r ., O)

_19._



descritta dalle (49) e (52), la condizione di normalizzazione
(17) si riduca all'espressione Py = 1.
Nel caso (54), allora vale la (l0) e nella soluzione
{p, r, w), che & ancora del tipo (58) (péra con r+ > 0),
la stessa condizione si pud riscrivere nella forma
g

+ —
(59) 2: oy p(k) y(k) =1
k=1 :

atta ad evidenziare 1'arbitrarietd, una volta fisgsati

+
P(l);.--;p

Tg)' della scelta del vettore
(60) o = [ul,..., cxg] >[o].

. : S+
Se invece A verifica la (55), scelto r = r come nella

(52) e 1 vettori p(l),..., p(g) come indicato nella (49),

osserviamo che con r = r+ ciscuna delle Z-matrici Zkf =
r
+ . .

['I - {1l + ) Akk:], k =g+l, ..., 58, & pure K-matrice ;

perché dalla (56) scende, rer le (23) e (52) e il teorema

di Perron-Frobenius,

(61) 1 =dom (I)> (1 + 1) A; = dom {(l+xr") a

kk b,
k =g+l,...,s.

In piti, per la proprietd IT della (120}, ciascuna 4i
tall matrici o & un numero positivo (per la (61)) o & una
matrice connessa; percié (per l'csservazione b) del teorema
del § 6.4) ammette inversa positiva, cosi che per r = r+
cilascuno dei vettori P(g+l)""' p(s). costruiti per via
ricorrente con la (51), verifica la (45); inoltre ognuno 4i

duesti & funzione lineare omogenea rispetto al vettore (60),

sicché 1'arbitrarietd della scelta di questo nel rispetto

- 20 -



della (17) & analoga a quélla‘gié segnalata per la (59).

Concludendo, il sistema (15) - (17} ammette soluzioni
(P ¥, W) conw =0 se e solo se A gode della proprietd
(56) , nel qual caso A verifica sénz'altro una ed una sola
delle relazioni (53), (54), (55), ed in ogni soluzione
{p, r, w) siffatta &:

+ + .
a) r=r , ¢on r definito dalla (52);

b) posto p =[ P(l)""’ p(g): p(g+l)""' P(S)] '

risulta +

p(k)= Oy p(k) r k=1,..., g,

con prk) arbitrario autovettore riga di Akk associato all'auto-
Jvalore dominante l; = 1 /(l+r+) di Akk, ed essendo i numeri
Oy reeey ag da scegliersi come al successivo punto 4d);

c) con g < s, i vettori p(é+l),..., P(g) SONO definiti
per via ricorrente dalla (51) con r = r' e H(k) definito
dalla (43).

d) nel caso (53) si pud scegliere, per semplicitd, h,
o, e ptl) come nella (57), menﬁré nei casi (54) e (55) i
numeri positivi Oyrevers ug si possono scegliere, nel rispetto
del vincolo di normalizzazione (17), con (g ~ 1) gradi di

libertd.

IV) RELAZIONI TRA LE VARIABILT DISTRIBUTIVE.

Come si & postc in evidenza nel punto II d4i questo

paragrafo, nell'ipotesi (35), cicé con A; < 1, si ha

(62) y=u-a2au> [0]
' 1
(63) o= -1>0
4~
AA

- 21 -



e il sistema (15) = {(17), che ammette allora 1'espressione

(64) p zr = w {
Pp>[0],r 20 w20
(65) py=1,
definisce w = f(r) come funzione implicita di r, almeno
nell'intervallo (37):
(66) w=£(r) =1/ (L2t y), 0zr <x
e per questa risulta poi, anche per le (12),
(67) O <w= (1 ~1rpAu) <1l, 0O Lr <r.

Nello stesso intervallo la Z-matrice Zr ¢ pure K-matrice,
sicché (cfr. § 6.4) la sua inversa esiste, & continua, ha
colonne semipositivé ed ammette lo sviluppo in serie

+ao
st =[1-a+maltaY a+nk @k, ocr <t
k=0
Per le (1) e (2) ialla (41), il vettore (l/w)p = Qz;l =
=4 2 A+ ocr <t
k=20
€ dunque funzione di r positiva, continua e strettamente
crescente, al pari della funzione, grazie alle {62} e
(65},
1 1 +
(=Pl y= - (py)=1/w, 0O <xr <r .
(37) la (66) &

E' percid evidenté che nell'intervallo

non solo continua e limitata, ma pure strettamente decre-

scente con r. Di conseguenza esiste il limite



e risulta, per la (67),

(68) 0 < w o< 1.

Se A gode pure, oltre che della proprietda (35), anche
della {56}, allora il sistema (15) = (17) ammette pure
soluzioni con w = 0 ed in ognuna &i questé (cfr. punto III
di questo paragrafo) &, per la {(52), r = r+ > 0. Di conse-
guenza in tale caso la (66) & definita anche per r = ¥ e
risulta senz'altro w' = f(r+) = 0.

Vogliamo cra dimostrare che risulta
(69) w =0
anche se A gode solo della proprietd (35) e non anche gella
(56), ciog se il sistema (15) - (17) ammette solo soluzioni
con w > 0. In proposito notiamo anzitutto che dalla (64)

gcende

(70) Lim(P2) =1dim(wi =w g

i limiti essendo intesi, come puré per il seguito, per
rw—é(r+)—. Nell'intervallo (37) p & inferiormente limitato
dal vettore [p ]. Inoltre cgni sua componenté € funzione
continua di r descritta da un rapporto tra peolinomi in r,
come si evidenzia riscrivendo la (41) nell'espressione

1

(71) p=—— .3 z: ,0<r <z,

+
. Ly ¥

nella quale Z: denota la matrice aggiunta di Zr'
+, - . . .
Dunque, per r— (r ) ogni componente di p o dlverge
a + = oppure ammette un limite finito non negativo. Il primo

caso va escluso perché esso implica
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IlZimpu=+ o

mentre dalle (62), (63), (65), (67) e (68) si trae invece

1impu lim{pu-pAu+paul =

l1-rpau-1
timipy+paul}=1-114n =

r
+
w - 1 l - w
=l-1<m ——— =14 —y <+ o
r r

Dunque esistono, ed hanno componenti tutte finite, i
limitid
+ , :
p =12 mp, 2 = I - (1 + r+) Al =1 1m Zr

+
r

e risulta, anche per la (65), le proprietd 4ai y e di p,

> o] .

Dalla (70) scende cosi, anche per le (2) e (68),

> [b ], se w+> O

+ +
p Z =W 2

r B)], se w+= 0.

. +
Cid evidenzia che se & w+ > 0, allora 7 + =['I - (1+r )A:]
r

& K-matrice (per la (3) del teorema del § €.4) e pércié
risulta (per la (8) 3dello stesso teoréma)
1> (1 + r+) A; '

contro la (63). Dunque & w+ = 0 e vale la (69).

E' cosi evidente che, se vale la (35), la funzione
w = f(r), implicitamente definita dal sistema {15) - (17)
nell'intervalle (37), o nell'analogo intervailo chiuso se
A gode della pfoprieta (56), & continua e strettamente de-
crescente da f(0) = 1 a w+ = 0. Cid assicura che, fissato

il valore di una delle due variabili distributivé, cioé di
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r nell'intervallo
0 < r'< r+ (0O < «r = r+, sé vale anche la (56)),
oppure di wunéll'intérvallo
O<wgx1l (0gwzx1, sevale anche la (56)),
esiste un vettore di prézzi relativi p soluzione del siste-
ma (15)-(17), unico a meno dell'arbitrariets nella scelta
del vettore (60) pér r o= r+ {ovverc per w = 0) néll'ipotesi
(56).

Sulle conclusioni raggiunté & forse utile segnalaré le
seguenti 3 osservazioni:

a) Sraffa ammette (cfr.[57], Appendice B) che gqualche

L

componente del vettore p diverga a + pér r=—+(r+) . Cid
si verifica se e solo se, sovvertendo la convenzione che lo
stesso autore sceglie (cfr. [57], § 12),valgono entrambe le
seguenti condizioni:

1) pur essendo_kz < 1, é percid vy > Di], si sceglie unsa
normalizzazione dei prézzi del tipo (11); 2) indicato con
Py il prezzo che cosi si impone unitario, il prézzo che a
questo corrisponde con la nostra normalizzazione {10) tende
a4 Zero per r — (r+)-.

Anazloga osservazione vale anche a proposito delle consi-
derazioni presentate al riguardo da Pasinetti (cfr. [46],§5
10.5, 10.6).

b) Per dimostrare la stretta monotonia della (66),‘per
r< r+, si pud anche (cfr. [}3]) derivare riépetto ad r

entrambi i membri della relazione

{1 + 1) ( 1 p) A+ 2 = ( 1 ) p
w W



equivalente (per quégli r) alla (15).

c) Per ottenere la (69), alcuni autori sfruttano la
circostanza che ogni componénté di p & déscritta, come nella
{71), da un rapporto tra due pdlinomi, assumendo che il lo
di essi abbia grado superioré al 20, cid ché, a nostro avviso,
non & accettabile in géneralé: si pensi al caso della cosid-
detta composizione organica del capitale uniforme, ciod& al
caso in cui si ha & A = k; L, nel quale (cfr.[ 9 ), e solo

nel quale (cfr. [33]) i prezzi sono costanti al variare di r.

§ 3. VARIANTI DEI MODELLO.

Il sistema (15)-(17) & suscettibile di diverse riformula-
zioni e varianti, alcune delle quali, gi& accennate da Sraffa
o da altri autori, sono collegaté a modalitd di definizione
dei salari o di normalizzazioné dei prezzi diverse da quelle
adottate nel modello finora discusso. Rinviando al § 4 per
la discussione del cosiddetto "modello con salari pagati in
merce tipo", in quésto paragrafo c¢i occupiamo delle varianti
che generano i modelli cosiddetti "a salari fissi o impli-
citi”, "a salari misti", "a salari anticipati"™, varianti
che nel § 5 verranno sfruttate per tentare di inguadrare nel
modello generale fin qui analizzato, i tre schemi di produ-

zione semplice formulati da Sraffa.

I) Modello a salari fissi. Si tratta del modello che si
ottiene imponendo al sistema (15)-(17) 1'ulteriore vincolo
(71) ' w=rpa,

nel quale ¢ & un prefissato vettore (detto "delle sussistenze™)
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che supponiamo, proprio pér rendere esplicité le ipotesi,
certo implicitamente assunte al riguardo da Sraffa, scelto

in modo che sia

(72) [0] <ec <y
e di conseguénza la condizione di normalizzazione {(17)
ammetta l'espressione py = 1.

Osserviamo che, indicato con

s =y - c

il vettore del sovrappifl, il caso s = [0 ] corrisponde a
modelli che lo stesso Sraffa chiama di "produzione per
sussistenza" (sovrappi® nullo), mentre il caso s > [o ]
& tipico di modelli 4di "produzioné con sovrappit".

Poiché& 1'ipotesi (71), oltre ad évidenziare che il valore
del salari corrisposti copre ésattaménté guello delle sus-~
sisténze, suggerisce pure una sostituzione atta ad eliminare
la variabile w nella (15), si suole dire che il vincolo (71)
& tipico dei modelli a salari fissi o impliciti, anziché&
liberi (o variabili o espliciti) come nella (15).

E' subito evidente che per ciascuna delle eventuali solu-
zioni del modello (15)-(17) che verificano il vincolo (71)

risulta, anche per le osservazioni dei punti II e IV del

§ 2,
(73) w=pc=py=1,r=0,sec=y, ciod s = [0]
+ .
(74) OKw=pc<py=1, 0<r<r , se c<y, ciod s>[ 0O].

v

Di conseguenza, la condizione (35), ciod la condizione

{75) A, < 1,



gid riconosciuta necessaria e sufficiente per l'esistenza di
soluzioni con w > O del modello (15)-(17), é ancora neces-
saria per l'esistenza di soluzioni per il ™modello a salari
fiséi"

(L+r) pA+w2l=np

(76)
p>[0] ,py=1, r 20, w=pc.

E' poi immediato constatare, ricorrendo alla (73) ed alle
conclusioni del § 2, che con c = y 1l'ipotesi (75) (certo
garantita dalla (72) se A & connessa: si veda la (27)) &
pure sufficiente pér 1l'esistenza gi soluzioni del modello
(76), le quali sono tutte descritte dalla terna
(77) (pr v, w) = (2[T - &]7L, o, 1).

Discuteremo dunque nel seguito il modello (76) nell'ipotesi

che sia
+
(78) AA <1l, ¢ <y.
Per le proprietd della funzione (l/w)p evidenziate nel
§ 2, punto IV, e la (74), (l/Ww)p ¢ & funzione di r positiva,
continua e strettamente crescente nell'intervallo O fr<r

ed in pid risulta, anché per la (76),

r =0 = (l/W) pc=pc<py-=1

(72) Lim (L/w) = + =
) + (>0 7], se A & connessa
(80) 1<imp=p ‘ .
i[b ], se A & decomponibile,

i limiti essendo intési, come nel § 2, punto IV, e per il

. +, - ‘ . .
segulto, per r — (r ) . Dungue, poiché per w > 0 l'equazione

(1/w) p ¢ = 1 equivale alla (71), quést'ultima ammetters
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soluzione se e solo se risﬁlta

(81) 27 mi(l/w) pec} »1,

cevvero, per le (40) e (41), se e s0lo se A, 2 e ¢ verificano
la disuguaglianza

1 c)y > 1.

82 ; % 7
(82) 17 m ( Zr
In questo caso, indicata con r = ro tale scluzione, essa

€ unica, verifica 1'egquazione

(83) ezt e =1
r

e la limitazione

(84) 0 <2 <« ¢F

ed i corfispohdenti valori di p e di w = p ¢ sono descritti
ponendo r = rO nelle (41) e (40).

Circa il rispetto della (81), ovvero della (82), cioé 1la
esistenza 4i ro, tale valore & garantito se A & connessa
(dalle (80) e (72) si trae allora p’ ¢ > O e dalla (79)
scende la (81)), mentre & incerto se A & decomponibile.

Ad esempic, con

(85) A = » 2 =[0,5 0,5] , ¢= '

0 <a <1, il sistema (76) ammette soluzioni se e solo se
si sceglie 0 < a < (2/19)g 0,1052¢, nel qual caso si ottiene

la soluzione

10 -~ 95 a 67 l-29,5a
p = [ - ’ —————— ]: r = 8,5,’. W = =
69 - 86 a 69 - B6 a 69 - 86 a

II} Modelle a salari mietr.

Per considerare un caso non esplicitamente analizzato da
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Sraffa, & possibile immaginare che véngano corrisposti, oltre
ai salari impliciti (o sussisténze) P ¢, anche salari espli-
citi variabili v: parleremo in tal caso di "salari misti®
W=pc+v,v>o.
E' cosl possibile configuraré un modello che & spontaneo
chiamare "a salari misti":
(L +r) pa+w§g = o]

(B6)
p>[0] ,py=1,r«x 20, w>pec,

e che si pud considerare variante de] modello (15)-(17) otte~
nuta imponendo a questo 1'ulteriore vincolo

(87) w>pc,

ove ¢ verifica la (72) e dgi conséguénza risulta

{88) Pc=w=1=py, se c = Vo

(89) OC<pccw<l=py, sec <5y.

Procedendo in modo analogo a quanto fatto sul modello a
salari fissi e considerando la disequazione (1/w) pc<l
in luogo della corrispondente equazione, si dimostra agevol-
mente che:

a) la condizione A; < 1 & necessaria e sufficiente per
l'esistenza di soluzioni del modello (86); se tale condizione
& verificata (come certo si ha se A & connessa), allora:

b) con ¢ =y quésto ammette l'unica soluzione (77) del
modello a salari fissi;

c) con ¢ <Yy le soluzioni sono tutte.déscritte calcolando
Wep mediapte le (4O)Ie (41), con r scélto ad arbitrio

nell'intervallo



oppure

+
O Lr <r

. \ ° +
& seconda che esista © no una soluzione r = r° < r della
edquazione (83).
Con riferimento all'esempio (85), si nota che il corrispon-

dente modello a salari misti ammette le soluzioni descritte

da
1
(30) p = [l - a{l +r); 1 +O,6(l+rg
1,8 (1-a) + r(0,6-0,8 a)
2 1 -0,1 1+ 0)J[1=a(l+1)]
(91) W=

1,8 (1 -a)y +r (0,6 - 0,8 a)

ed r scelto ad arbitrio come ségué:
%B,5, se 0 < a < 1/9,5
oie ]
o <

1

a

{ -1} , se 1/9,5 <a < 1.

Per quanto concerne le propriété di monotonia della
funzione w = f(r), relativa al modello in ésamé, tale pro-
prietd, assieme alle altre individuate nel § 2, punto IV,
si confermano, evidentémente, per i soli intervalli dei

valori di r sopra indicati.
I1T) Modelli a salari anticeipatt,

Aderendo allo schema inizialménté'suggerito da Sraffa
€ possibile configurare sistemi ove i salari siano corrisposti
in via antibipata, cio& nei quali 1'équazioné
(92) (1 +r) (pA+w2R) =p

sostituisce la relazione fondamentale (15) dei modelli a



a salari posticipati gii presi in esame, cio& dei modelli a
salari liberi (15) - (17), a salari fissi (76) e a salari
misti (86).

Salari liberi antieipati.Il caso di salari nulli conduce
&dllo stesso problema discusso nel § 2.III, mentre quello 4i
salari positivi pud essere discusso riformulando 1l'analisi
gia presentata nel § 2.IT con le ovvie varianti del caso,
tutte riassumibili con semplicitd, notando che la terna
(py r, w) risolve il modello (15) - (17} se e solo se la terna
{((p, ¥, w/(1+4r)), ciocé la terna

. . o1 1

(93) (P: r, w) = { Loz y I, )

r
-1 -1
R,Zr v {(1+r) 2 Zr y

risolve il corrispondénté modello a salari anticipati.

Per quanto concerne la monotonia della relazione w = f{r),
vale quanto gia osservato nel precédente punto II).

Salari fissi anticipati. Le conclusioni gid raggiunte per
l'analogo modello a salari fissi posticipati si possono qui
ripetere, pur di sostituire, nelle (82) e (83), 22;1 C con
{1+xr) 2 Z;l ¢ e di ridefinire r° in conseguenza. Nelle ipotesi
(78) l'eventuale connessione di A garantisce ancora l'esisten-
za di soluzioni del modello, mentre la sua decomponibilita
rende incerta tale esistenza.

In quest'ultimo caso pud essere allora conveniente riscri-

vere il modello nell'espressione equivalente’

1

PA=-———o p
(94) 1+ r

p>Pl, py=1,0c< <rfw=pc,
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dopo aver posto
(95) A=A+c¢c g = @:. +c; £.]
i3] i ]

(A & detta sovente "matrice maggiorata o aumentata dei

coefficienti di consumo": cfr. [46]) ed osservare che il

sistema f94) ammette soluzioni (p, r, w) se e solo se A

gode delle stesse broprietd gi&d chieste ad A nel § 2.T1TI

per l'esistenza di soluzioni con w = O del modello (15)-(17).
Poiché& dalle (95), (5) e {(78) scende

(96) Au=2au+c <,

l'eventuale ipotesi che A sia connessa garantisce, per il

teorema di Frobenius, che sia

{(97) A < 1,

e percid che il sistema (94) ammetta soluzioni, precisamente

1'unica scluzione nella guale & r = (1/ Ai ) - 1, p unico
A
autovettore di A associato a Ai e normalizzato con la condi-
A

zione py = l,ew = p c.

Se invece A & decomponibile, riferiamoci, sempre nell'ipo-
tesi (78), alla forma normale di A del tipo (120), usando,
per evitare equivoci, la notazione (g, 8) in luogo di guella,
(g, 8), gid utilizzata per l'analoga forma normale 31 A.

Grazie alle ipotesi su ¢ e %, almeno una riga di a &
positiva, sicché pud essere soltanto g =1 < s. Sono percisd
senz'altro nulle tutte ie componenti di ¢ associate a righe
diverse da quelle del blocco AL gella forma normale di &,

cio& alle righe dei blocchi Kkk, con k = 2, 3, ..., 8, ciascuno



dei gquali corrispondéré percid ad un gqualche blocco Aii della
forma normale di A ed avra dunque, per la (23) e 1l'ipotesi
(78}, autovalore dominante inferiore all'units. Poiché 1a
(96) esclude, per la definizione (95) e le ipotesi su c e &,

, + - .
che =sia A_ > 1, sar3d allora Ai = 1 se e 80lo se risulta
A 7

§11u=:u_ Ma ¢id implica, per la (96), che siano nulli tutti
i blocchi che nella forma normale &i A si collocanc a destra
di Ell, contro la proprietd V) della medesima forma.

E' percid evidente ché, nell'ipotesi (78), la (97) vale
anche con A decomponibile. Stabilito cid, procedendo su A

come gia fatto per A nel § 2.I11, individuiamo cosi in

A_kk), k=2, 3, ..., 8

dom (a1 >dom {
la condizione necessaria e sufficiente per l'esistenza di
scluzioni del sistema (94) con A decomponibile (nell'ipotesi
(78)), soluzioni che si esauriscono nell'unica costruibile
col metodo gid precisato nel § 2.TTT.

Con riferimento all'esempic (85}, il modello a salari fissi

anticipati ammette soluzioni se e solo se si sceglie

0O <a < 0,15,

nel qual caso si ottiene la soluzione

3. - 20 & 15
P =[ ’ , r = 17/3,
15,6 - 1%a3 15,6=-19 a
0,3 - 2 a
W = .

15,6 - 19 a

Salari misti antieipati. Le conclusioni gid presentate
per l'analogo modello a salari misti posticipati, si estendo-

ne banalmente, con le sole varianti imposte dalla necessiti
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Co . o : : . . .
di ridefinire r~ quale eventuale radice in r dell'eguazione

(1+r) 82 1c=1
Y

e di calcolare il saggio di salario anticipato ; corrispondente
al saggio di profitto r sfruttande non 1la (40), bensi 1'ana-~-
loga espréssione contenuta nella (93).

Con riferimento al citato esempio, il corrispondente
modello ammette tutte le soluzioni in cud p & fornito dalla

n
(90), w & pari al rapporto tra il valore offerto dalla (91)

e (1 +r), ed r & scelto ad arbitrio come segue:

< (- -1), se 0,15 < a < 1.

2 17/3, se 0 < a < 0,15
oirfl
a

"

Per quanto riguarda la monotonia della relazione w = fir),
vale,anche in questo caso, guanto gid detto per 1l caso dei

salari misti posticipati.

§ 4. LA MERCE TIPO.

Nel § 2 si & discusso sull'esistenza e su alcune proprieta
degli equilibrii del modello di Sraffa definiti nel § 1. In
questo paragrafo ci occuperemo invece della cosiddetta "merce
tipo". I1 suo rilievo teorico & gia stato sottolineato da pid
Autori, soprattutto per quanto concerne alcune caratteristiche
{quali la linearitd) della relazione distributiva w = £({r)
che collega le variabili w e r all'interno delle terne (p, r, w)
soluzioni del sistema (15) - (17). In questa sede ci interessa
perd analizzare il problema dell'esistenza e della moltepli-

citd di tale merce tipo in ipotesi generali sulla matrice A,
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completando cosi 1'analisi gia da altri svolta con riferi-
mento a matrici connesse.
I1 problema della ricerca della merce tipo conduce all'ana-

lisi del sistéma

(98) A X =y x
(99) x >fo], ix =1
{100) O <u< 1, u costante,

nella coppia incognita { U, %) e nel quale considerazioni
economiche oramai note, spiegano direttamente il significato
di ciascuna delle relazioni indicate, ivi compresa la limi-
tazione su yu, di sclito omessa e qui inserita esplicitamente.

E' appena il caso di sottolineare che x descrive produzioni
lorde, per cosi dire, fittizie, da tenere concettualmente
ben distinte da quelle effettive descritte dal prefissato vet-
tore q, suppcsto per semplicitd a componenti tutte unitarie,
come nella (4). Inoltre nella (28) & implicita l'ipotesi di
rendimenti di scala costanti, senza che cid implichi 1'assunzio-
ne di analoga ipotesi per le funzioni di produzione effettive
(cfr., ad es., [50, 52]).

In questo paragrafo analizzeremo il sistema (98)~(100),
supponendo dapprima che A sia ancora nella forma normale (120),
gia utilizzata per il sistema nej valori (15) - (17), indi
utilizzando la forma normale (122). Infine si presenteranno
alcune osservazioni relative alle proprietd 4i A che graran-
tiscono 1'esistenza sia di una merce tipo che di una soluzione
con w = 0 del sistéma dei valori, completando cosi l'analisi

gid fornita in proposito in [61].
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Nel sistema (98) - (1o0) sia dunque A nella forma normale
(120) . '8e in essa risulta g = s, € allora evidente, per la
(23), che la condizione

+o_ ot Lt
(102) Ay = A2 M- As

€& necessaria e sufficiente per 1'esistenza di una merce tipo,

la quale sar3d descritta dal vettore

- + + + ,
x = [ 8 2y Fa Fygyreeer B X(s)J ’

+ . . . .
con X(k) autovettore (colonna) di Akk assocliato al rispettivo

autovalore dominante A; = }, &d essendo le costanti
(103} Bl > 0, 82 >0, .., Bs > 0

numeri da scegliersi arbitrariamente, come sempré & possibile,

nel rispetto del vincolo di normalizzazione f&x = 1 della (99).
E' pure evidente che se vale la (102), la merce tipo é&

unica se e sclo se risulta s = l, cio& A connessa, mentre

(s = 1) gradi di libertd restano nella scelta delle costanti

(103) in caso contrario.

Occupiamoci cra del caso g <s. Riscriviamo il sistema

(38) - (100) nell'espressione equivalente
s
E: akd X4y rk=l,c..,8-1
"k j=k+1 !
{104) (pT - AT X(k) =
B)], k =8
(105) xm)>@],k=L.“,s
(106) Rx =1, O <pg 1, p costante.

Si noti che se per un certo k il secondo membro della
(104) & nullo, allora i1l subsistema S(k)' cio& l1'insieme delle
industrie associate al blocco Akk della (120), & "finale",

nel senso che nessyuna industria di S(k) fornisce mezzi 4i
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produzione ad industrie di_altri subsistemi. T1 caso contrario
corrisponde invece ad un subsistema S(k)"intermgdio? cioé
fornitore di qualche altro subsistema.

Dall'esame delle (104) - (106) per k = s appare evidente,
per le proprietd di A e il teérema di Perron-Frobenius, che
se l'equivalente sistema (98) - (100) ammette soluzioni, allora
in esse &
(107) TR
(108) A% 2 ¢

Inoltre, sfruttando tale risultato preliminare, le proprieta

fondamentali di A, della sua forma normale (1l20) e delle

K-matrici (§ 6.4}, la stessa ipotesi implica:

+ ~ o
(209) A+ = AS ; Se S(k) € finale
k < A+ r Se 8 & intermedio
8 (k)

Si pud anche notare ché, Sempre con g <s, la condizione
(109} implica la (1l08) ed & puré sufficiente per 1l'esistenza
di scluzioni del sistéma {104)-(106), soluzioni che tutte si

possono costruire scegliendo y come nella (107), indi ponendo

X = B x(

(s} s s)

( BS e x?s) hanno il consueto significato), infine costruen-
do i vettori X(g=1)" x(s_z),..., X1y risolvendo per via

ricorrente ciascuno dei sistemi (104) - (105). In altre

parole si sceglie



+ \ .
Bk X(k) ; Se S(k) ¢ finale

[-Sf- - Akk ]—l E A J x(j) ;s Se S(k)é intermedio
j=k+1

k= S' S_ly s e ey 2’ ly

assegnando a Bk e ka) il consuveto significato e scegliendo

le costanti (103) come gid sopra indicatc per il caso g = s.

Per quantec riguarda il vincolo (100) & appena il caso di
osservare che dalla (102) nel caso g = s, oppure dalla (109)
con g <s, scende subito, sfruttando la (23), la richiesta
proprietsd.

L'analisi fin qui condotta sul sistema (98)-(100) pud
essere ripetuta supponéndo che A sia nella forma normale (122).
In tale senso, sfruttando un classico risultato di Gantmacher
([zij, p. 92, teorema 6) oppure ripéténdo la procedura gia
usata nel § 2, punto IIT, si evidenzia che quel sistema am-

mette soluzione se e solo se la (122) gode della proprietd

=+
Hy = «v. = U, s g = 5

a + a +

+ +
ul I T My s k=¢g+1,...,8, se g <s,

u; denotando 1'autovalore dominante del blocco Akk della
(L22).
Per quanto riguarda il significato economico dei risultafi
ottenuti, c¢i sembra che informazioni di gualche interesse si

Possano ottenere soprattutto con riferimento all'analisi
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¢ondotta sfruttando la forma (120). In proposito si rinvia

alle seguenti osservazioni ed a duelle del successivo § 5.

Osservazione 1, Se il sistéma (15) = (17) ammette solu-

zioni con w = 0 ed esiste una merce tipo, allora A gode,

‘oltre che della (56) anche delle proprieta

(110) g =38

+ o+ _ Lt
{(111) Al = A2 ‘e Ag

Infatti, 1'ipotesi g < s rende la (109) incompatibilé con
la (56) poich&, grazie alla (23), scende: dalla prima A; =

A; e dalla seconda A+ > A; . Inoltre, se vale la (110), nella

A
(108) sono nulli tutti i blocchi A(l)' A(2)""’ A(g)' sicché
vale la (111), che in tal caso ccincide con la {56). E' cosi
confermata la conclusione in Proposito gid raggiunta per altra
via in [6] e gid deducibile direttamente da un teorema di
Gantmacher [21]. Inoltre & evidenziato che 1la merce tipo &
unica se e solo se A & connessa (g = s = 1), mentre ve ne sono
infinite nel caso di A diagonale a blocchi ( g =g >1): una
per ogni scelta delle costanti (103) nel rispetto del vincolo

di normalizzazione descrittc nella {99} .

Osservazione 2. Si pud supporre, come in Sraffa, che i

salari siano corrisposti in merce tipo, ovvero valga 1 il
prodotto netto tipo. Cid equivale a sostituire nel sistema
(15) -~ (17), alla consueta condizione di normalizzazione
py =1, 11 vincolo

(112) : p{ x - A_x) =1,

nel quale x & j1 véttore che descrive la merce tipo, nel

senso che risults



(113) {Ax=)\+x

(114) x> [0] , 2x = 1.

In tal caso, dalla (112) si trae, per la (113),

1 =p (x=-Ax)=px - PAX=px~p (A+ x) = (1 —k+) P X
! 1-)t

l=p (x -2azx) = PAX=-pAx-= (w—f;—— ) p A x
A+ A

ed anche, pér la (36),

+ +
px=1+(1/r), pax=1/r .
Di conseguenza, postmoltiplicando ambo i membri della {15)
per il vettore "tipo" %, sfruttando 1la (114) e i risultati

ottenuti, s8i trae

(1 + r) 1
O=(1l+r)p2x+wil~-px-= —— t+tw - (1 + —) =
r r
r
r

classico risultato di Sraffa: nel caso in esame la "distribu~
zione" (tra salari e profitti) risulta 1inearé, nel senso
che & lineare la funzione w = f{r) di cui alla (66):

t +

il
i
!

{115) W r O <r r

A

+

Osservazione 3. Si pud pure considerare, cocme in Sraffa

(cfr. [[57], § 22) o in Burmeister [9) il caso in cui 1a
"composizione organica del capitale” risulti uniforme nelle

varie industrie, nel senso che risulta

(116) LA =X 3.
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Si dimostra facilménte che se vale la (116) il vettore
dei prezzi di equilibrio p & costante al variare di r e la
distribuzione risulta lineare. Circa il ruolo dell'ipotesi
(116) sull'ottenimento di prezzi di equilibrioc costanti e
circa la possibilita che valga la (115) in altri casi, si
rinvia a [33], in contrasto con [39] e [46], Cap. V, §12.4.
In [33] si dimostra infatti che con n >2 pud sussistere
la relazicne lineare (115) senza éssere in presenza di compo-
sizione organica del capitale uniforme o in presenza d4i

sistema tipo.

5 5. OSSERVAZIONTI,

Sul significato economico dei risultati ottenuti nei pre-
cedenti paragrafi si possono presentare varie osservazioni.

Tra gueste le séguenti.

Osservazione 1. La decomponibilitd della matrice A pud

condurre all'assenza di soluzioni, con w nullo, del sistema
{15) - (17), circostanza che appunto si verifica se non vale
la condizione (56). Analoga osservazione vale per l'esistenza
€ la molteplicitd della merce tipo. Nell'articolo di Newman
[42], la citata condizione, ‘esposta per il caso semplice di

n = 2, non avrebbe, a detta di tale Autore, un'interpretazione
economica chiara e plausibilé, interpretazione che & stata
invece in seguito proposta, come & ben noto, da Zaghini in
[63]. Inoltre Newman téhta di aggirare ogni ﬁroblema deri-
vante dalla decomponibilitd d4i A suggeréndo un'aggregazione

(nel senso proprio della Statistica e déll’Econometria) dei
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settori che evidenziano la decomponibilitd ad altri non
interessati da tale proprieta, in modo da costruire una nuova
matrice degli inputs connessa.

L'artificio proposto da Newman & inaccettabile, non solo
perché esso ignora la derivazione ricardiana del modello di
Sraffa, ma anche perchd, come del resto ha segnalato Sraffa
(cfr. la corrispondenza tra Sraffa e Newman, posta in appendi-
ce al lavoro di Bharadwaj [S]), € impossibile superare anomalie
(quali la non positivita dei prézzi di. equilibrio) derivanti
da caratteristiche étrutturali del sistema (l'esisténza ai
beni non base) mediante artifici dell'ossérvatore; quali certe
modalitd di aggrégazioné dei séttori. De résto, per evidenziare
che l'artificio proposto da Newman non risolvé, ma tutt'al
pid aggira, una reale difficoltd, basti notare che una gualun~-
que riaggregazioné dei settori, dotata della proprieti richiesta
da Newman, & incompatibilé con la definizione stessa dei coef-
ficienti di input.

Osservazione 2. Le anomalie collegate alla decomponibilita

della matrice dégli inputs A sono state affrontate, in questo
lavoro, sfruttando le proprietd della forma rnormale {120) della
stessa matrice. Uno dei vantaggi immediati di tale approccio
riguarda la possibilitd che esso offre, di analizzare il tipo

di integrazione del sistema economico i cui equilibri il modello
indaga. In proposito notiamo subito che la clasgificazione e
riaggregazione delle industrie imposta dalla forma normale di

A & unica, nei limiti (precisati nel § 6.2, proprietd VI)

dell'unicitad della forma médesima.
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In tale ordine di idéé, il k-esimo subsistema (qui, come
nel § 4, il termine non & usato nel senso di Sraffa ESf];Appen-
dice A), ovvero il subsistema S(k)’ cloé (cfr. § 4) 1l'insieme
delle industrie associate al blocco Akk:

-3 conhesso,lcioé integrato (caso akk > [0]), oppure
consiste in una sola industria che non prevede reimpieghi
interni del proério prodotto (caso Akk = 0);

- non riceve inputs da altri subsistemi se & k < g, mentre
in caso contrario riceve sicuramente inputs da gualche
subsistema a monte, ciod& da qualche S(h)’ con h < k;

- pud fornire inputs anche al resto del gsistema, ma solo
verso industrie a valle, précisamente: verso uno o piit
del subsistemi S(g+1)’ S(g+2),..., S(s), se & k < g,
verso une o pidl dei subsistemi S(k+l)' S(k+2)""' S(s)'

se & g <k < g,

Inoltre, nel medesimo ordine associato alla (120), le even-
tuali permutazioni tra é/o nei blocchi tollerate nel precisare
1'unicita della medesima forma, non alterano alcuna delle
proprietd ora indicate.

Quanto fin qui osservato suggerisce pure di classificare
il subsistema S(k) comes:

= fornitore diretto del subsistema S(h)’ se & a? > [ o];

- fornitore indiretto 4di S(h)' se esiste una catena che

connette almeno un'industria 4i S(k) con almeno una di
S(h) mediante forniture ad altri subsistemi, ciod& se
esistono numeri

.

i, A, ..., i
1t tor A A
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tali per cui risulta

. i ,,i i_,h
A*"*'1>T07], a 23_[0],...,Azhl'zi[o],Az'i[o];

~fornitore di S(h)' se & suo fornitore diretto e/o indiretto;

in tale caso scriviamo S S e diciamo che S e
k) —5%m €49 che Sy

eliente di S(k);

- finale, se non fornisce inputs ad altri subsistemi;

- Zntermedio, se non & finalé, ciocé se & fornitore di gqualche

altro subsistema.

Si noti poi che la relazione "& fornitore ai" & transitiva;

si ha cioé

— S5, .

(3) implica che § —aS(j).

S S’ Sy (1)
Diremo poi che il bene i & necessario al bene J, cioé ne

€ input diretto e/o indiretto, se e solo se il subsistema che

comprende il bene i, coincide con guello che comprénde il bene

j, oppure ne & fornitore. Di conseguenza, A & connessa Se e

sblo se, comungue scelti due sistemi S(i) e S(j)' si ha

S(1y™ Sy

Osservazione 3. Un altro vantaggio associato all'adozione

1)

cioé S(. & fornitore 4i S(j)‘

della forma normale (120) della matrice degli inputs A, riguarda
la possibilitd di individuare l'esistenza, nel sistema pro-
duttivo in esame, di eventuali beni base, tali essendo gquelli
che entrano, direttamente e/o indirettamente, nella produzio=
ne di tutti i beni prodbtti nel sistema.

In questo senso, e tenendo presente il significato degli
interi g e g che coﬁpaiono nella forma normale (120) 4i A,

si pud affermare che:



a) Ogni bene & base se e solo se risulta g =3s =1, ovvero
A & connessa (esiste un solo subsistema) .

b) Nessun bene & base se e solo se risulta g > 1, Con
g =8 > 1 il sistema produttivo & séparabile in g subsistemi
isclati. Con 1 < g < 5 si pud invece separare il sistema in
due gruppi di subsistemi: i1 1° comprende i1 primi g, tutti
connessi, mentre i1 2° comprénde i successivi (s - g), che
risultano clienti di subsistemi del primoc gruppo. In tale
caso si potrebbe anche dire che il 1° gei due gruppi & base
per ciascuno dei subsistemi del 2°, Inoltré, sempre con
1 < g < s, la presenza di subsistemi intermedi & certa nel
1° gruppo ed eventuale (e solo se & 5 > g+l) nel 2°; quella
di subsistemi finali & eventuale nel 1° gruppc e certa (per
es. per 1l's-esimo) nel 2°.

¢} Sclo alcuni béni sono base se e solo se risulta 1 = g <s,
nel qual caso i beni base sono prodotti nel 1° subsistema, il
quale & connesso e intermédio, mentre tra i successivi (s-1)
ne esistono certamente gi finali (per es. l's-esimo) e 1la

presenza di intermedi & eventuale e subordinata alla condizione

s > 2.

Osservazione 4. Ciascuno dei tre modelli d4i produzione

semplice presentati da Sraffa differisce dal modello {15}=(17)
del § 2 e dalle sue varianti del § 3, almeno perché 1'Autore:

a)Non adotta 1l'ipotesi (4), pur assumendo che le produzioni
lorde siano tutte positive.

b} Non sfrutta ésplicitamenté la possibilitd di riordinare
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le industrie in modo tale ché,.come nella nostra ipotesi viii)
del § 1, la matrice A (oppuré A=23A+4c §) sia, se decomponi-
bile, nella sua forma normale (120).

c)Adotta, nel definire gli elementi di A (e di A) convenzioni
diverse dalle nostré, nel senso che aij denota in Sraffa la
quantitd della merce j assorbita nella produzione della merce
i, Sraffa usa anzi, al riguardo, una notazione singolare, poco
pratica ed adottata, purtroppo, da parecchi economisti, e ciocé:

k, Par Ppr oeey P+ A, B, ..., K, Ij in lucgo di n, Pir Py

..

er P_ ql = lf ey q = lr aij + Ci j

n n gij

In proposito, notiamo subito che le diverse convenzioni di
Sraffa precisate sub a), b); c), génerano varianti del modello
{15)-(17) che si possono considerare non rilevanti, in virtd
di quanto g¢gia précisatO'nel £ 1. Circa il primo ed il secondo
modello di Sraffa, denotati rispettivamente "di produzione per
sussistenza” e "4di produzioné con sovrappili interamente desti-
nato ai profitti", non cocrrispondono esattaménte al modelli di
"produzione per sussistenza" e di "produzione con sovrappiﬁ“,
compresi, rispettivamente per ¢ = y e per ¢ <y, nel modello
a salari fissi anticipati del § 3. Tale differenza dipende
dal fatto che in essi l'Autoré, a parte le varianti gid sopra
indicate, procede come segue:

1) Definisce gli inputs di merci al lordo delle sussisten-
ze descritte dal vettoré C e gia definite nel § 3; in altre
parole, utilizza, in luogo della matrice A, 1la matrice aumenta-

ta dei coefficienti A=A +c 2 = [aij + c Rj 1, anch'essa

i

gid utilizzata nel §3,



2) Suppone‘ché il sistéma sia in "stato reintegrativo",
nel senso che risulti u > A u, ovvero, il che & lo stesso,
che risulti non négativo il vettore del sovrappill s = y - c.
Nel 1° modello ("produzione pér sussistenza") & ¢ =y, cioé
s = [0 ]; nel 2% modello ("produzione con sovrappii") & ¢ <y,
ciod s > [0] .

3) Adotta la normalizzazione dei prezzi descritta dalla
{3} e (11) nel 1° modello, nulla precisando a proposito del
2°.

4) Precisa che solo nel 2° modello, ciod con s > [od, A
pud essere decomponikile, nel qual caso perd 1'Autore assume
che esista almeno un bene base.

5) Non precisé se risulta A; <1l o ipotesi equivalenti, anche
se nei semplici esempi numerici illustrativi prescelti dal-

. i . = . . -+ . :
1'Autore, la connessione di A garantisce che sia AA <l, Difatti

= . . +
dall'ipotesi che A sia in stato reintegrativo, scende x_ < 1,
A

grazie alle stesse considerazione che, svolte per A, hanno con-
dotto alla (23). Inoltre, dalla definizione di A, risulta poi
per la (2) e (72), A > A. Grazie al risultato del punto d4)

del §6.4, la connessione di A implica subito AZ < 1.

In proposito conviene osservare che;

a) La convenzioné ¢i cui al punto 1), anche se didattica=-
mente opportuna, appare economicamente restrittiva, almeno
perché essa preclude una corretta definizione di bene base,
definizione che prende in esame la struttura della sola matrice

AL



b) I’ ipotesi del punto 2) equivale alla (72), ovvero alla
non negativita del vettore del sovrappill s = y - C.

¢) La convenzione di normalizzazione dei prezzi indicata
(evidentemente da collegarsi alla derivazione neo-ricardiana
del modello), qualora estesa al 2° modéllo, conduce al rischi
gld segnalati nel § 2.

d) Il fatto che nel 1° modello si escluda la decomponibiliti
di K, va inteso nel senso che 1'esisténza di soluzioni del
predetto modello, garantisce che A & connessa, proprietd che
invece non viene assunta, neppure implicitamente., Inoltre se
A & decomponibile, le sole ipotesi precisate da Sraffa per il
2° modello ("produzioné con sovrappid"), non garantiscono

l'esistenza di soluzioni del medesimo. In pProposito basta os-

servare che con

0,1 0,7 0,2
A= , C = , 2= [0,5; 0,5]

la matrice

A=A+ c 1=

& non connessa ed il modello

i

(1 +r) pa
p > [b ],-r

corrispondente al 2° modello di Sraffa e che pud essere visto

p
O, py =1,

v

come un modello & salari impliciti, non ha soluzione.
Osserviamo poi, anche se pud sembrare Lanale, che la con-
nessione di A & garantita, oltre che dalla connessione di a,

anche dall'ipotesi ¢ > [0]. E' anche appena il caso di riba-
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dire che le soluzioni con w = 0 del sistema (15)-(17) non
vanno confuse con 1e'soiuzioni (p, r) del modello a salari
impliciti, poich& in esso la variabile W non compare esplici-
tamente.

Csservazione 5. L'uso della forma normale (120} =si & rive-

lato utile per l'analisi, sia del sistema dei valori (15)-(17),
sia del sistema relativo alla determinazione della merce tipo
{98)-(100). Approccio analogo & presentato in altri lavori,
segnatamente in [27], [6I] e [63]. Nei lavori [22] e [63] 1a
"forma normale" scelta non risponde perd al necessari requisi-
ti di generalitd, poiché in essa si ritrovano solo varianti
restrittive della forma normale (120}, e ¢id, anche deopo avere
tenuto conto delle evidenti difformitd di notazione. Poiché
trattasi di due lavori molto citati nell'ambito della lettera-
tura concernente i modelli di Sraffa o & la Sraffa, riteniamo
opportuno segnalaré i séguenti punti:

a) in [2J] si tollera che risulti

(117) A, =[0 1, per un k >1,
pur essendo Akk di ordimne n >1.

b) In [63] €& garantito il rispetto della proprietd (121)
della forma normale (120) semplicemente imponendo che (sempre

nell'ipotesi (1)) risulti
(118) a2 2 7, a¥% o7, .., a2 o],

¢) In [63] si qualifica ragionevole che esista un intero 3,

con 2 < j < s, tale per cui sia

ade3tl. o, adsdH2 =fo], ..., a¥% =[o0].
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d) In (63] il caso in cui risulta

{119) A u =1, per un k = 2,3,..., &
viene escluso come economicamente inaccettabile ed implicita-

mente respinto da Sraffa.

I punti a) -4) meritano gqualche commento.

Tollerando la (117) viene meno la possibilitd di sfruttare
la forma normale della matrice degli inputs A per individuare
quelle proprietd evidenziate nelle Osservazioni 2 e 3 del
bresente paragrafo.

I limiti di generalitd, dal punto Gi vista economico, del~
l'ipotesi (118}, si evidenziano notando che essa impone rapporti
di dipendenza (ciog& di fornitura) diretta di ciascuno dei sot-
tosistemi di beni non base, dal gcottosistema che producé beni
base.

L'accettabilita, dal punto di vista economico, dell'ipotesi
sub ¢) € discutibile. Essa equivalé alla possibilitd d4i ordi=-
nare i scttosistemi non base in modo tale che alcuni di essi
(oltre all'ultimo, si inténde) non ceda mezzi di produzione
& sottosistemi che si trovano "a valle".

L'eventuale inaccettakilitd, dal punte di vista economico,
della (119) non pud essere sostenuta, semplicemente sfruttando
le affermazioni di Sraffa a proposito dell'esistenza delle‘merci
non base, poich& tali afferamzioni risultano, a nostro avviso,

non rigorose.



§ 6. NOTAZIONI E TEOREMI ADOTTATI.

Per comoditd del léttoré, in quésto paragrafo précisiamo
alcune delle notazioni adottate e i principali strumenti mate-
matici uwtilizzati nel presente lavoro. Per 1'approfondimento
di questi ultimi si rinvia ai riferimenti bibliografici [12,
l6, 17, 18, 21, 28, 32, 34, 35, 36, 37, 44, 45, 54, 55, 56,
60, 62 |.

6.1) Notazioni wusate.

Fissato l'intero n >1 e considerato 1'insieme

N= {1, 2, ...,n} ,
costruiamo la matrice gquadrata A = [}ij‘]' i, 4 € N e la cor-
rispondente matrice nulla [07], ciod ad elementi tutti nulli.
Cid premesso, diciamo:
A positiva, ciocd A >[0 ], se i, 5 €N =a.. > 0;

13
A non megativa, ciocd@ A > [0 ], se i, j €N =a;5 2 0;
A semipositiva, cic& A Z_[O:], se ax[o], A #[0o];
A connessa (indecomponibile, irriducibile) se non esiste

una partizione {N'; ©N"} di N tale che sia

s ' : 4 = Ve
{1€N,j€N}==~aij 0;

A non connessa (decomponibile, riducibile) se tale parti-

zione esiste:

. o . e . -1 . .
A invertibile, se esiste la sua inversa A soluzione di

A A_l = A—l A =1, con I matrice identicsa.

’

In modo analogo si estendono le relazioni > , > >, al
caso di matrici non quadrate e in modo analogo si confrentano
vettori (riga o colonna); pure evidenti sono le relazioni

<r,f,r<-



Poniamo poi

Aj per indicare la j—ésima colonna di A;

A; per indicare la i-esima riga di A;

u per indicare il vettore (riga o colonna) a componenti

tutte unitarie;

|A| per indicare il determinante di A.

I prodotti tra matrici o vettori sono definiti secondo la
convenzione usuale (riga per colonna):; l'apice viene usato
per trasporre matrici e vettori.

6.2) Forma normale di Gantmacher di una matrice gquadrata.

Data una matrice quadrata B di ordine n (n> 1), diremo

forma normale (di Cantmacher) di B una matrice (cfr. [21])

[,

2t oo ..., [o] atr9%l pleg*2 als

(0] a%2, ... [o] a%/9%1 p2.9%2 a°®

6] [o] ..... a%9 p9r9*tL p9.9v2 a9®
(120)

6] [0] ..... o] ad*tes*l .. a9tt:s
PBP'=

o] [o] ..... o] [o] a9*2igv2 o a9*2,s

o] [0] .... [0 [o][o] [@] +vvvvvu.. A®S |

nella quale:

(I) P & una opportuna matrice di permutazione, ottenuta
ciod permutando convenientemente le righe di I;
All =

(II) ognuno dei blocchi R 2°% & matrice quadrata

Connessa, oppure consiste di un solo elemento (eventualmente
nullo):

(III)21a notazionel:oj sta per matrice nulla, guadrata



© non,
(IV) nella (120) si intende compreso il caso g = s> 1,

cio& di matrice in forma diagonale a blocchi

— ——

PBP'=

ed il caso g = s = 1 in cui B & connessa (PRP' = IBI' = B =

- All);

(V) con g < s, ciascuna delle matrici

1 eet] - T T ]
Al,g+l alrgt2 als
A2,g+l A2,g+2 A25
(121)a(9¥1d /. , atgt2o |- peue, 28]
Ag,g+l Ag+l,g+2 As-l,s

€ non nulla.

La forma normale (120) godé, tra le altre, delle seguenti
proprieta:

(VI) Essa esiste ed & unica, qualora si considerinoc irri-

levanti le possibilitd di:

11 299

—- permutare tra di loro i bleccchi A™,..., e (possibi-

1itd eventuale) i successivi blocchi Ag+l,g+1,'..’ ASS;

- permutare nello stesso modo le righe e le colonne asso-

11

ciate ad uno o pill dei blocchi A Fevey ASS.

{(VII) Risulta

=2

[PBR' - 1] = |a - 21| = [att - ar) -1a®% - xpe..L-(aSSs g,

sicché XA & autovalore di A se e solo se lo & di almeno uno
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dei bloechi a'l,..., a®s,

Notiamo infine che si pud fare riferimento anche ad una
forma normale di Gantmacher che sia, per cosi dire, la trasposta

della (120}, corrispondénté cicé& allo schema

[—

——

Ay; O oo [0 [ © ..... 0] ....[0
o] Byy weenn [o] o] [o] ..... (o] ....[0]

(122) s s e e e e .

QBQ'=|[0] 0] «es.o. A (0] [c] e [o] ... [e]] .

Ag+l,l Ag+l’2..‘ Ag+1’g Ag+lyg+l [O]l-cllidi.. I:O:]

A A

A g+2,9 Tg+2,g+1 Ag+2,g+2

g+2,l Ag+2'20-o

sl g2 "ttt e Asg As,g+l As,g+2 5

nel guale: Q denota un'opportuna matrice di permutazione, la
coppia (g, s) pud differire dall'analoga coppia associata
alla (120), e sono verificate convenzioni e proprietd analo-
ghe a guelle precisate per la forma (120). Salvo un cenno
alla forma (122) nel § 4, la forma adottata nel presente
saggio & la (120), il rinvio risultandc comunque precisato

anche dallé notazione di velta in volta adottata.

6.3) Teorema di Perron e Frobenius.

Qui di seguito riportiamc il cosiddetto teorema di Perxron
e Frobenius in una sua versione "forte" (cioé per matrici
connesse), riferita, per nostra comoditd, alla ricerca di.

autovettori riga : tale scelta (che non & la pill usuale) &

_55...



suggerita dalla convenzione (& la Léontief) adottata per 1l'ana-

lisi del modello di Sraffa.

Tra gli auvtovalori di una matrice guadrata e connesea A>{0 jdi

ordine n > 1, ne esiste uno, che denoteremo con

+ +
7 A= AA = dom(A),
dotato delle seguenti propriété:

l)l+> O;

2))\+ & autovalore semplice di A, cio& radice semplice dell'equa-

zlone caratteristica di A;

+ , : . -
3)A & 1l'autovalore dominante di A, nel censo che & 1'autova-

lore di A di modulo massimo;

dyesiste un véttoré p+ tale che 1'insieme delle soluzioni

(A, p) del sistema

P A=Lp
{ p> [0] ,x>0
& tutto descritto dalle coppie
Obp = 0F, wh,
con o> O e arbitrario;

posto

1A, U} r

1

m= M 5
i

ini{A, uk, M=Max
€ N ieN
oppure

m=Min {ua‘), M=Max {uarl,
i EenN | ien

risulta ("corollario di Brauer—Solow“)

m=2" = M, sem =M
(123) m< AT < M, se m < M.
Per nostra comodita:

- estendiame il teorema anche al caso n = 1, 2 > 0O,

- 56 -

ponendo



allora A+ = A, p+ = 1;
A
+

- denotiamo con ) = A; = dom({A) 1l'autovalore dominante,
cioé di medulo massimo, di una matrice quadrata A > [0] ,
connessa o© non, di ordine n>1;

~ osserviamo chéf pexr la proprietd (vii) della forma nor-
male di Gantmacher, risulta A~ 2 0s

- osserviamo che con pu >0 risulta A:A = plz .

6.4) Matriei di clgzse % e X.

Nell'ambito delle matrice quadrate 2 = [}ij] , di ordine
n > 1, individuiamo la sottoclasse 3 delle Z-matrici o matrici
di classe Z, come segué

[zij]eZ@{i#j = z;5 £ 0} .

Esistono diversi collégamenti tra tali matrici, il teorema
di Perron-Frobenius, le matrici a diagonale quasi dominante
e 1 risultati sulla stabilitd (nelle ipotesi di Metzler) della
matrice di sostituzione di equilibrii walrasiani. Tali colle-
gamenti si possono cogliéré mediante il seguente teorema sulle
K-matrici o matrici di classe K: quellé Z-matrici cioé&, che
verificano una qualungue delle proposizioni del seguente
teorema.

Teorema. Sia 7 una Z-matrice i ordine n; allora le seguenti
proposizioni si equivalgono:

(1) Esiste un vettore p > [0] soluzione di p 2 > [0] .

(2} Esiste un vettore p > [0] soluzione ai p 7z > [0] .

(3) Esistono vettori b > Di] e p > Bi] tali per culi risulta

P 2 = b.



(4) Comunque scelto b > [0], esiste un vettore p > [O]
goluzione di p Z = b,

(5) Scno positivi tutti i minori principali di 2.

(6) Sono positivi tutti gli n minori principali di nord-
ovest di Z, ciod i determinanti delle matrici[}ij] '
i, =1, 2, ..., k; k € N, E! questa la nota
condiztone di Hawkins-Simon.

{7) Z 1 esiste ed ha linee tutte semipositive.

{8) Z ammette la séguenté rappresentazione:

Z =[AI.— B], con B > [b] roA > Ag.

{2) Z ha diagonalé positiva quasi-dominante nel senso di
Mc Kenzie (cfr.[37] e, per possibili ridefinizioni ed
estensioni, [32] ).

(10)La parte reale di ogni autovalore di Z & positiva.

(11)Gode di una delle precédenti proprietd: Z', oppure
P Z P, conP matrice di pérmutazione, oppure Db Z E,

con D ed E matrici diagonali con diagonale positiva,

11

oppure ciascuna delle matrici A P e ey 2°% della forma

normale (120) di A, oppure ciascuna delle matrici

A dell'analoga forma (122).

Bygre-ey Ss

Su tale teorema sono utili le seguenti osservazioni:
a) Se Z & K-matrice, allora Z ammette la rappresentazione
di cui al punto (8) del precedente teorema e la sua inversa

ammette lo'sviluppo in serie ("serie di C. Neumann"):

+ co
(124) = -8t am 1 @k,
k=0 ¥ ,
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nel qﬁalé (B)k denota la k-esima pdténza di B, con (B)O =T.

b) Nella rappresentazioné di cui al punto (8), Z & connessa
se e solo se lo & B. Il caso di una Z-matrice connessa consente
di riformulare alcune caratterizzazioni delle K~matrici in
forma indebolita . Ad es. le proposizioni (1), (2), (3) si
possono riformulare come segue:
| (1') Esiste un vettore p > [0 |soluzicne di p 2 >[o] .

(2') Esiste un vettore p > [0] soluzione di p z >[0] .

(3') Esistono vettori b > [0] e p > [0] tali per cui risulta

p Z =Dh.

Anzi, se esiste un vettore p > [0] soluzione di uno dei
sistemi indicati in (1'), (2'), (3'), la connessione di %
garantisce puré la stretta positivitd di tale vettore. Tale
risultato si prova notando anzitutto che tali sistemi ammet-
teranno soluzione p > [0] , poiché se fosse p = (0] si avrebbe
p Z = [0] . Indi si sfrutta il seguente risultato:

Sia 7 una Z-matrice connessa e p il vettore (riga) soluzione

del sistema

]
v

oy

2

oppure del sistema
{ pZ=c, conc > [0

[o] -

Allora & senz'altro p > [0] .

P

| v

Dimostriamo tale asserto. Ammettiamo per assurdo che i

suddetti sistemi ammettano soluzione p > [0] , p % [0] e



poniamo
N, = {] lpj =0} ; n, ={ 5] Py>0 Ji N =N [JN,.
Risulta allora NO # @ e sara vérificata la seguente impli-
cazione:

j e NO = 0 <p 7 = P. Z.. + }E: P, 2., *+ :E: Py 2,5 =
' J 3] i€N_ } ien, ]

Poich& Z & Z-matrice, 1'ultima sommatoria scritta non pud

che essere nulla, cio& si ha:

1 €N j € NO = Zij = 0,

contro l'assunta indecomponibilitd della matrice 2.

47

Inoltre la connessione della Z-matrice Z consente di riscri-
vere la caratterizzazione (7) nélla seguente

(7") 27! esiste ed & 77t s [o] .

Per gquanto concerne la positivita di-z—'l si osservi che se
la z-matrice connessa Z & K-matrice, allora possiamo riscrivere
la relazione

PZ=2c, c > Bi
nella forma p = ¢ Z ; € ponendo c = ui (ui essendo l'i-esimo

i -1 Z—l

vettore base 4di Rn), si ha p = u Z = ( )i’ i-esima riga

. , . . . .
di Zz ~. Dungque, per le osservazioni precedenti 1'inversa di
Z & positiva.

c) E' possibile estendere il teorema al caso n = 1, consi-

derando in tal caso Z-matrice ogni numero reale e K-matrice

ogni numero positivo.



d) S8ia B > A > [0] . Allora & A;; A; . Se poi A oppure B

X N e +
© connessa, allora & pure A_ > Ay (cfr. [44, 45] ).

Tale proprietd & nota soprattutto nell'ipotesi, pill forte,
che A sia connessa. Per il caso pil generale di B connessa,
si veda [§4, 45] oppure si procéda come ségue. Con A; > A;,
la Z-matrice (A; I - B) & matrice di classe K, grazie alla
proprietd (8). Dunque, esiste, per la proprietd (2), un vettore
p > [0] soluzione di p (2] I - B) > [0] , cioz ai PO I -2

>p (B -~ A), e percid, pér le ipotesi fatte su A e B, soluzione

+
A

N -+ . N .
gualificare ( AA I - A) come K-matrice, ciog, grazie alla

di p (A, I -2a) > [0] . per 1la proposizione (2) ¢id basta a

. . - o+ + .
caratterizzazione (8), per avere AA > kA, il che & assurdo,

+ 4+
B2 Ay

Sia ora B connessa, eventualmente grazie alla connessione

sicché & certo 2

di A. Allora, per il teorema di Frobenius, esiste un vettore
p > {0] soluzione di p ¢ )\;’ I -B) =[0].sia c = (1/2)(a + B);
quindi @ B > C > A . Premoltiplichiamo per p> [0] entrambi i

. \ ' : . +
membri di B > C (p essendo autovettore associato a kB); otte-

niamo
+
p B = AB P >pCC
e ciod
+ —
P {2 I=-0)>[0],conp> [0] .
Essendo C connessa, ( A+ I -C) é K—matricé, grazié alla

B

Proposizione (2'), e sara dunqué A; > A+

C
si ha pure, per 1la prima parte della presente osservazione,

Essendo poi C > A

+ ) -
> A sicché risulta A+ > A+

A a’ B A

+
C
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