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gl. Introduzione

Uno degli scopi principali di questo lavoro consiste nello stabilire, per un
problema di estremo vincolato avente per regione ammissibile un insieme stellato
di vertice x,, condizioni necessarie ¢/o sufficienti di ottimalita per x; sia in
ipotesi di concavita generalizzata che di sottodifferenziabilita e differenziabilita
per 1a funzione obiettivo.

1.’approccio seguito consiste nel determinare inizialmente (paragrafo 2)
condizioni di ottimalitd per un punto x, di una generica regione ammissibile S

per mezzo delle direzioni del cono tangente ad S in X;;; in seguito (paragrafo 3)
i risultati ottenuti verranno particolarizzati al caso in cui la regione ammissibile 8
sia un insieme stellato chiuso di vertice x,, , ipotesi che permettera di determinare,
a differenza del caso pit generale precedentemente analizzato, condizioni di
ottimalit2 del secondo ordine. Nel paragrafo 4 inoltre sara evidenziato il ruolo
della concavitd generalizzata, presentata in una forma pill generale di quella
usualmente riportata nella letteratura, per mezzo deila quale saremo in grado di
stabilire condizioni di ottimalita per il vertice di un insieme stellato generico.
Poiché un insieme stellato generalizza la situazione in cui X, € il veriice di una
regione poliedrica, i risultati stabiliti possono essere utilmente impiegati in vari
modi (paragrafo 5) ed in particolare per affrontare classi di problemi di estremo
vincolato che si prestano ad essere risolti tramite procedure di tipo simplex-like
che generano una sequenza finita di vertici.



Condizioni di ottimalita espresse framite il ) tangente ad un insieme

Denotiamo con F(8) il seguente problema dl massimo:

max f(x)

dove f & una funzione reale f:A—>%, con A aperto di ", ed SCA ¢ la regione
ammissibile del problemal.

In seguito denoteremo con:

- Cx, un cono di vertice X, ovvero un insieme di ;" tale che xECy,
implica X, +A(x-x)ECx, YAz0; in seguito considereremo soltanto
coni Cy,, non banali?,

- D Tinsieme delle direzioni di Cy,, ovvero V’insieme dei vetiori di
norma unitaria definito da D={d&R" lidii=1, x,+d&Cx,},

- 14 il raggio di Cy, generato dalla direzione d€D, ovvero Iinsieme
1 ={XECx, X=x,+Ad, VA20},

- Cxy(U) il cono di vertice x, generato dall’insieme UCR", ovvero
Pinsieme Cy(U)={xER™ x=x+\(z-X,), VA20, VzEU},

- Cxy(dg) il cono di vertice x, generato dalla sfera di centro d e raggio
>0, ovvero Cy (d )={xER™ x=x;+M2z-X,), YA20, Vz: liz-dll<e}.

In questo paragrafo stabiliremo alcune condizioni di ottimalita per il problema

P(S), sia in ipotesi di sottodifferenziabilita che di differenziabilita, nelle quali un
ruolo fondamentale sard svolto dal cono tangente ad S nel punto x, di cui

riportiamo, per ragioni di completezza, la definizione data in [3):

Definizione 2.1
Dato un insieme non vuoto SCH" ed un punto x, appartenente alla chiusura di
S, si dice cono tangente ad S nel punto X, il cono T(S,x,) di vertice I’origine

definito come:

TS x)={x€R™ I{x }CS, X, %Xy, M IR, M o400, x= m A (XX}
k—>+00

1Utilizzeremo la simbologia P(S) poiché, come vedremo, avremo bisogno di riferirci a problemi aventi la

stessa funzione obietlivo ma regioni ammissibili diverse.

2Un cono & detto non banale se & diverso dall"insieme vuoto ¢ dall’insieme composto dal solo vertice,



-

S5 e 2.
Poiché siamo interessati a considerare le direzioni del cono tangente, ovvero i
suoi vettori di norma unitaria, si osservi che quest’ultimo pud essere
equivalentemente espresso nella forma:

0 " X "XO
T(S,%):{O}U{XESR . X3=M, V}\‘ZO, Vd: a{xk}CS\{XG}, xkﬂxo s d'— kim_‘_m hxk—x(}u }'

. Xy
Denoteremo inoltre con D ={d&NR": I{x;, JTS\{x,}, X%, ,d= lim "Xk'izl }
k-s+00

'insieme delle direzioni di T(S,xy).

Facciamo notare che nel caso in cui la regione ammissibile S sia costituita dal
solo punto X, , si ha T(S,x)={0} ¢ D;=@. In tale situazione X, & ovviamente
punto di massimo del problema; per tale ragione da ora in poi supporremo che x,
sia punto di accumulazione per S o, equivalentemente, che sia DD,

Vale la seguente importante proprieta:

et 2.

Consideriamo una funzione reale f:A—>3R con A aperto di /", un insieme SCA ¢
supponiamo che la funzione f sia direzionalmente derivabile? e localmente
Lipschitziana® nel punto x,&ES.

Per ogni direzione dED,. , considerata una qualsiasi successione {x, }CS\{x,}

—hm K20 ¢ ha
convergente ad x,, tale che dﬂk-i-vmim T T si ha:
. T )f(x)  of
il <lohr -
kikfi Xy =XgH ad%o)- 2.1)

- x - - - -
Dim Posto t, =lIx, XMl e d,= n;kl;;%r, risulta x, =X+t d, ¢ quindi:

fg-f(xg)  Fxortd)-Fxgttd)  Fxprtd)-f(xg)
Txoxgl & + f '

3Ricordiamo che una funzione reale f definita su un insieme aperto ACR? & detta direzionalmente
derivabiie in un punto xo&A se ammette in Xy derivaia direzionale lungo ogni direzione deRY, ovvero se
per ogni direzione dER™ con Hdll=1 esiste finito il limite [im m

T t
4{Jna funzione reale I definita su un insieme aperto ACR? & detta localmente Lipschilziana in un punto
REEA se esiste un intomo UQ__A di X, ed una costante reale L>0 tale che f(x)-f(v)<Liix-yil ¥y, y&U.

(¥



Per 1a locale Lipschitzianita in x, della f abbiamo che esiste una costante reale
L>0 tale che definitivamente f(x +t d )-f(x +t d)=Lylidy-dil; ne consegue
[f(x0+tkdk)-f(x0+tkd)i

quindi che O< lim < lim Lild -dll=0 per cui risulta

kg tk k= +

i f(xg+rtd )X +1.d)

=0. Poiché quindi per la direzionale derivabilita in X,

i
400 k
. (xetd)-T(x o fxaet, dD)-f(x,) .
della f abbiamo %(xo):lnn o t) (o) . “t) CEYR—"
tw | k
. fx)-f(xy)) L f(xprd)-fxgryd) f(x+t d)-f(X,) o
k!—lf:w Hxi-% gl :kE?w b +kikf?m f = 3% ¢

La precedente proprieta permette di stabilire le seguenti condizioni sufficienti di
ottimalita:

Teorema 2.1

Consideriamo il problema P(S) ¢ supponiamo che la funzione f sia
direzionalmente derivabile e localmente Lipschitziana nel punto X &S.

Condizione sufficiente affinché x, sia un punto di massimo locale per il

problema P(S) & che sia %{xo)sﬂ VA<D, ed inoltre che per ogni direzione

de1; tale che %(xo)aﬂ esista un £>0 tale che il punto X sia di massimo locale
per il problema P(Cy(d)MS).

Dim Supponiamo per assurdo che il punto X, non sia di massimo locale per il
problema P(S) e quindi che per ogni intorno UCA di x;; esista un punto
XESNUM X} tale che f(x)>1(x,). Di conseguenza siamo in grado di determinare
una successione {x, }CS\{x,} convergente ad x,, tale che f(x )>f(x,) Yk>0; de-

, X -X . . e .
finendo cosi dy= = xoi! otteniamo una successione di direzioni appartenenti
k™Mo

alla sfera unitaria {x&R™ lixll=1} che & un insieme compatto.
Dalla successione {x, }CS\{x,} & percid possibile estrarre una sottosuccessione
Xy ~X
{X JCS\{x,} convergente ad x, tale che lim k0. dep,. e perla2.1)e
k10 IR =X i
A )= fim (1) =0,

] ] of
oiché per ipotesi <0 VdeD,. , ~(x)=
p perip 3o g Xo) R T T




Questa successione perd Ye>0 appartiene definitivamente a Co(d)NS\{x,} €
quindi, essendo f(X,)>f(x,) Yk>0, il punto X, non pud essere di massimo locale
per il problema P(Cxo(aﬁ)ﬂS) il che & assurdo poiché nega le ipotesi. L ]

Teorema 2.2
Consideriamo il problema P(S) e supponiamo che la funzione f sia
direzionalmente derivabile e localmente Lipschitziana nel punto x,&S.

Condizione sufficiente affinché X, sia un punto di massimo locale stretto per il

problema P(S) & che sia g—fa(xo)s() VdED, ed inoltre che per ogni direzione

dE12; tale che gfa(xo)=0 esista un £>0 tale che il punto x,, sia di massimo locale
stretto per il problema P(Cy,(d.)NS).
Dim Analoga a quella del teorema 2.1. : L

Conseguenza diretta del teorema precedente ¢ la seguente pratica condizione
sufficiente di ottimalita del punto x,&S per il problema P(S):

Teo "

Consideriamo il problema P(S) e supponiamo che la funzione f sia
direzionalmente derivabile e localmente Lipschitziana nel punto x,&S.

Condizione sufficiente affinché x; sia un punto di massimo locale stretto per il
problema P(S) & che sia %{xoko VdED,.
Dim Segue direttamente dal tcorema 2.2 . L4

Facciamo notare che le condizioni sufficientt di ottimalita date nei teoremi 2.1 ¢
2.2 sono in realtd anche necessarie:

o 2.

Consideriamo il problema P(S) e supponiamo che la funzione f sia
direzionalmente derivabile e localmente Lipschitziana nel punto x £8.

Condizione necessaria e sufficiente affinché x, sia un punto di massimo locale

[stretto] per il problema P(S) & che sia gfa(xo)sﬁ Vd&D, ed inoltre che per ogni

direzione dED, tale che gg{xokﬂ esista un >0 tale che il punto x, sia di
massimo locale [stretto] per il problema P(Cy(d,)NS).



Dim La sufficienza & data dai teoremi 2.1 e 2.2, la necessarietd segue
osservando che banalmente se X, & un punto di massimo locale |stretto} per il

problema P(8) lo & anche per P(Cy,(dg)NS) € che se per una direzione o

risultasse gfa(xﬂ)>0, presa una qualsiasi successione {x, JCS\{X,} convergente

. X . s
ad x,, tale che d= T ”X;’;O , per la (2.1) avremmo definitivamente f(x, )>f(x,)
k=t 0

il che nega I'ottimalita di x, per il problema P(S). *

Consideriamo adesso il problema P(S) nell'ipotesi in cui la funzione obiettivo {
sia differenziabile in x &85,
E’ noto che se la funzione f & differenziabile con continuith nel punto x, allora

essa ¢ anche localmente Lipschitziana in X, ed inoltre gf&(xo)=dTVf(xo); per tale

classe quindi le condizioni di ottimalitk espresse nei teoremi precedenti valgono
con la sostituzione di %(xo) con dTVf(XO).

Vedremo adesso come quest’ultimo risuliato si possa estendere alla classe delle
funzioni differenziabili in x, che, come & noto, non garantiscono la

Lipschitzianita locale (basta considerare al rignardo la funzione reale a valori

. 3sen - 0 . e 1. .

reali f(x):{ 5l sen X Per X , che risulta derivabile nello zero ma non & in
0 per x=0)

esso localmente Lipschitziana). Una tale estensione ha la sua ragione logica

nel fatto che e condizioni di ottimalita di cui ai teoremi 2.1, 2.2, 2.3 ¢ 2.4 sono

R (¢, 5 {6, . . :
basate sul fatto che il limite lim %ﬁ%&%ﬁ—)z g%(xo) esiste finito e coinvolge

K->t
una direzione del cono tangente T(S,x,); tale proprietd vale anche per una
funzione differenziabile in X, :

SFacciamo notare che questa classe di funzioni non & contenuta in quella delle funzioni direzionalmente
derivabili e localmente Lipschitziane nel punto X, ; basta considerare ad esempio la funzione f(x)=ix! che

& nello zero direzionalmente derivabile ¢ locatmente Lipschitziana ma non differenziabile.



Propri o2

Consideriamo una funzione reale f:A—3 con A aperto di R, un insieme SCA €
supponiamo che la funzione f sia differenziabile nel punto x,&S.

Per ogni direzione d&€D.;, considerata una qualsiasi successione {x JCOS\{x,}

. - . f(x )-(x)
_ KXo (I T X) _or
convergente ad X, tale che d_k}f.l:m TR %ol risulta kmh?:w Tx, %o ll =d" VI(X,).

Dim Per la differenziabilita in x, della f abbiamo che:

flx)-fxy)  (x-x)"
Mgt~ Mxgoxgl

VE(x )+0(x,.X,) Vk>0 con M o(x, x,)=0;

Kk“"‘i'xo

la tesi segue quindi facendo tendere k a -+, ¢

Con un ragionamento analogo a quello seguito nei teoremi 2.1, 2.2, 2.3 ¢ 2.4 ¢
pertanto possibile ottenere, sotto ipotesi di differenziabilith in x, della funzione

obiettivo f, condizioni sufficienti e/o necessarie di ottimalitd che sfruttano le
derivate direzionali della funzione f in x,, limitatamente alle direzioni del cono
tangente T(Sx,):

Te ]

Consideriamo il problema P(S) e supponiamo che la funzione f sia differenziabile
nel punto x,&S. Condizione sufficiente affinché€ x,, sia un punto di massimo

locale stretto per il problema P(S) & che sia d"Vi(x,)<0 VdeD, .

Osservazione 2.2

La condizione sufficiente di ottimalita di cui al precedente teorema ¢ espressa in
una forma assai generaie; essa implica, tra I’altro, che se il vertice di un poliedro
verifica ]a condizioni di Kuhn-Tucker con moltiplicatori strettamente positivi,
allora tale vettice ¢ di ottimo locale per il problema anche in assenza di ipotesi di
concavitd generalizzata.

Teorema 2.6

Consideriamo il problema P(S) ¢ supponiamo che la funzione f sia differenziabile
nel punto x,&S. Condizione necessaria e sufficiente affinché x,, sia un punto di
massimo locale [stretto] per il problema P(S) & che sia dTVf(xo)sO YdED,. ed
inoltre che per ogni direzione d&D, tale che dTV(x)=0 esista un £>0 tale che
il punto x,, sia di massimo locale [stretto] per il problema P(Cy(dx)NS).



Osservazione 2.3
Le condizioni di ottimalith espresse dai precedenti teoremi coinvolgono alcune
direzioni particolari del cono tangente T(S,x,). E’ naturale allora domandarsi se

vi & una relazione diretta tra I’ ottimalitd di un punto x; pet il problema P(S)e
I'ottimalith di x, rispetto al problema P(T(S,x)NS). La risposta ¢ in generale

negativa: nel seguente esempio 2.1 vedremo infatti un problema per il guale il
punto x,=(0,0) non & di massimo locale per il problema P(S) ma lo & per

P(T(8,x,)NS) mentre nel successivo esempio 2.2 vedremo un ¢aso in cui si
verifica esattamente ]a situazione opposta,

io 2.
Consideriamo il problema P(S) : { (x,y)ES:ﬁ);g;{gg{?yf +y20) *
Come possiamo facilmente verificare il problema P(S) non ammette ottimo finito
mentre il punto x;=(0,0} € invece di massitmo locale per il problema P(T(S,x,)S)
dove T(S,x)={(x,y)eR* y=0} ¢ il cono tangente ad S in X, .
Verifichiamo adesso le condizioni del tcorema 2.4: risulta VI(x,)=(0,-1), di
conseguenza abbhiamo dTVf(xO)::O VdeD, ed in particolare si ha d*V1(x,)=0
soltanto per le direzioni del cono tangente d=( LOED, e &=(~1,0)€—DT ;perla
direzione d=(1,0)ED, & perd semplice verificare che Ye>0 il punto x, non & di
massimo locale per il problema P(Cx,(d,)NS).

Esempio 2.2

; —
Consideriamo il problema PS) :{ max f(x,y)=x"y

(xY)ES={(x,y)ER> x%y=0} ~

Il punto x,;=(0,0) & di massimo locale per il problema P(8) mentre, considerando il
cono tangente ad S in x,, T(S,x,)={(x,y)&R% y=0}, il problema P(T(S,x,)NS) non
ammette ottimo finito. Verifichiamo adesso le condizioni del teorema 2.4;

. 20
risulta VI(X,)=(0,-1) ¢ sz(xo)z[ 00 ] , di consegunenza abbiamo dTVf(xo)sO

VdED, ed in particolare si ha dTVf(XO)::O soltanto per le direzioni del cono

tangente d=(1,00€D.. e Ez(—I,O)EﬁT ; per queste direzioni possiamo facilmente
verificare che esiste un e>0 tale che il punto x, & di massimo locale per i

problemi P(Cx(d,)NS) e P(Cxo(d,)NS).



§3. Condizioni di ottimalita al vertice di un insieme stellato

Uno degli obiettivi principali di questo lavoro consiste nello stabilire alcune
condizioni di ottimalita per il problema P(S) nel caso in cui la regione ammissibile
S sia un insieme stellato non vuoto, ovvero un insieme del tipo S=Cy NA 2D
con Cy, cono di vertice X, .

In questo paragrafo considereremo il caso in cui Cy,, € un cono chiuso; tale caso
generalizza la situazione in cui X, & il vertice di una regione poliedrica e quindi i
risultati che troveremo potranno essere impiegati per affrontare classi di proble-
mi di estremo vincolato che si prestano ad essere risolti tramite procedure di tipo
simplex-like che generano una sequenza finita di vertici [4, 5, 6,7, 12, 13, 14, 15].
Si osservi che la chiusura di Cy, implica la coincidenza del cono tangente
T(S.%,) con il cono C, di vertice I’origine generato dalle direzioni dED di Cxg 3 8
possono quindi specificare i risultati ottenuti nel paragrafo precedente per il
caso differenziabile con la semplice sostituzione T2, =12

€0 3.1
Consideriamo il problema P(S), con S=Cy,NA insieme stellato non vuoto e Cy,

cono chiuso, ¢ supponiamo che la funzione f sia differenziabile nel punto x;, .

Condizione sufficiente affinché x, sia un punto di massimo locale stretto per il
problema P(S) & che sia d"Vf(x)<0 Vd&D.

Facciamo notare che il teorema precedente ha senso esclusivamente nel caso in
cui il cono Cy, sia un cono puntato®, nel caso contrario infatti la condizione

“dTV(x,)<0 VdED” non pud mai essere garantita.

e 3.2
Consideriamo il problema P(S), con S=Cy VA insieme stellato non vuoto e Cy,
cono chiuso, e supponiamo che la funzione f sia differenziabile nel punto x, .
Condizione necessaria e sufficiente affinché x, sia un punto di massimo locale
{stretto] per il problema P(S) & che sia d"Vf(x,)<0 Vd&C, ed inolire che per ogni
direzione d&C tale che dTVf(xO):O esista un e>0 tale che il punto x,, sia di
massimo locale {stretto] per il problema P(Cy(d,)NS).

SRicordiamo che un cono Cx, di vertice X, & detto puntato se dED implica che -d&D.



Relativamente all’esempio 2.2 ¢ facile verificare che in corrispondenza della
direzione d=(1,0)ED, si ha A" Vi(x)=0 e d"V*f(x,)d=2>0; considerando invece
il problema P(S): { (xgy)E‘g__‘f?(f‘(”;f’é;;i{w <0y #bbiamo che x;=(0,0) & ancora
punto di massimo locale ed in corrispondenza della direzione d=(1,0)€L; si ha
d"V(x,)=0 e d"V*f(x,)d=-2<0. In corrispondenza di una direzione d€1; del
cono tangente in cui la derivata direzionale & nulla, niente si pud quindi dire in
generale sul segno di  d"V(x,)d; tale situazione pud essere perd timossa nel
caso in cui la regione ammissibile S sia un insieme stellato non vuoto S=Cy,MA
con Cy, cono chiuso:

Teorema 3.3

Consideriamo il problema P(S), con S=Cx,NA insieme stellato non vuoto ¢ Cy,
cono chiuso, e supponiamo che la funzione f ammetta in x, derivate seconde
continue. Condizione sufficiente affinché x,, sia un punto di massimo locale per
il problema P(S) & che sia d"Vf(x,)<0 YdeC,, dTV(x, =0 VIEC, tale che
d"V£(x,)=0 ed inoltre che per ogni direzione d€C, tale che d' VI(x,)=0 ¢
dTVf(x,)d=0 esista un £>0 tale che il punto x, sia di massimo locale per il
problema P(Cy(d)NS).

Dim Supponiamo per assurdo che il punto X, non sia di massimo locale per il
problema P(S); per il teorema 3.2 e per le ipotesi, deve allora esistere una
direzione d&D tale che d'Vi(x,)=0, d' Vf(x,)d<0 ¢ V&0 il punio x, non & di

massimo locale per il problema P(Cyy(d )NS). Siamo quindi in grado di

determinare una successione di punti {% }CCyxNA{Xy} X .—*X,, tale che

XXy

_ XX
lm — * i i jad - - ———S—-—Q——
Ry d e f(x)=>1(x,) Vk>0; posto quindi A =IIX -xll e d. TREwE

abbiamo per il polinomio di Taylor con resto di Peano arrestato al secondo
ordine:

fR)=f(x)+A &, T VECx )+ 1-2--%lfdkTsz()vrio)dk+klfcr()\k,O) con lim o(h.0)=0
ko0
da cui, essendo (X )>f(x,), M>0 e d] V(x,)<0 Vk>0, otteniamo:
1
A2 VN AMOM00>0 ovvero d V(x> -20(0,0).

Passando al limite per k—+oo abbiamo quindi d” V?f(x,)d=z0 il che ¢ assurdo. ¢

10



Teorema 3.4

Consideriamo il problema P(S), con S=Cyx,NA insieme stellato non vuoto e Cy,
cono chiuso, e supponiamo che la funzione f ammetta in X, derivate seconde
continue. Condizione sufficiente affinché x, sia un punio di massimo locale
stretto per il problema P(S) ¢ che sia d* VF(x,)<0 YdEC,, d"VF(x,)d=0 VdeC,
tale che d"VF(x,)=0 ed inoltre che per ogni direzione dEC, tale che
d"VE(x =0 ¢ dTVZF(x,)d=0 esista un e>0 tale che il punto X, sia di massimo
locale stretio per il problema P(Cx,(dg)NS).

Dim Analoga a quella del teorema 3.3 . ¢

Teorema 3.5
Consideriamo il problema P(S), con S=Cy,MNA insieme stellato non vuoto e Cy,

cono chiuso, ¢ supponiamo che la funzione f ammetta in x, derivate seconde
continue.

Condizione sufficiente affinché x, sia un punto di massimo locale stretto per
P(S) & che sia d"Vf(x,)=0 VdED e d"VAf(x,)d<0 VAED tale che d'Vi(x,)=0.
Dim Segue direttamente dal teorema 3.4 . *

Come nel paragrafo precedente, le condizioni sufficienti per 1’ottimalita del
punto x, rispetto al problema P(S) sono in realtd anche necessarie:

Teorema 3.6
Consideriamo il problema P(S), con S=Cx,NA insieme stellato non vuoto e Cy,

cono chiuso, e supponiamo che la funzione f ammetta in X, derivate seconde
continue. Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché x; sia un punto di
massimo locale [streito] per il problema P(S) & che sia d"VF(x,)<0 Yd&EC,,
d"V2E(x,)d<0 YdEC, tale che d'VF(x,)=0 ed inoltre che per ogni direzione
deC, tale che d'VE(x)=0 ¢ d"V?F(x,)d=0 esista un £>0 tale che il punto x,,
sia di massimo locale [stretto] per il problema P(Cy(d.)NS).

Dim La sufficienza ¢ stata dimostrata nei teoremi 3.3 ¢ 3.4 ; la necessarieta
segue osservando che se X, &€ un punto di massimo locale [stretto] per il

problema P(S) lo ¢ anche banalmente per P(Cy,(d,)NS), che per il teorema 3.2
deve necessariamente essere dTVF(xo)s() Vd&EC, e che se esistesse una
direzione dED tale che d"VF(x))=0 ¢ d"V?F(x,)d>0 il punto x, non sarebbe
di massimo locale per il problema P(S). 4

11



un insieme stellato

§4. Condizioni di ottimalitd relative al vertice di.

in ipotesi di concavita generalizzata
In questo paragrafo considereremo il problema P(S) nel caso in cui la regione
ammissibile sia un insieme stellato non vuoto 8=Cy,NA con Cx, cono generico

non necessariamente chiuso, né convesso, né poliedrico; non potendo quindi,
data la genericita del cono Cy,, utilizzare i risultati dei precedenti paragrafi
cercheremo di determinare condizioni di ottimalitd sotto ipotesi di locale
concavitd generalizzata nel punto X, della funzione obiettivo.

Facciamo notare che, non essendo la nostra regione ammissibile un intorno di
X, . ¢ sovrabbondante richicdere la concavith generalizzata della funzione

obiettivo per un intorno di x,, ci limiteremo quindi a richiederne la locale
concavitd generalizzata in x, rispetto al cono Cx, (riportiamo in appendice A le
relative definizioni e principali proprietd).

Come ovvia conseguenza una funzione localmente concavo-generalizzata in X,
rispetto al cono Cy, non & necessariamente concavo-generalizzata in X in un
intorno di x; ; ad esempio la funzione reale a valori reali f(x)=-x> & localmente
pseudo-concava in x,=0 rispetto al cono C={x&ER: x>0} ma non lo & rispetto a
tutto 'insieme dei reali dal momento che, essendo f°(0)=0, per ogni x<0 risulta
£(x)>f(0)=0 ¢ (x-0)f'(0)+0.

Veniamo adesso al problema P(S), con S=Cy NA insieme stellato non vuoto; &
ovvio che se x,, & un punto di massimo per il problema P(Cy,A) lo & anche per
la restrizione della funzione obiettivo su ogni semiretia di origine X, ¢ direzione
deED2, ovvero per ogni problema P(r;NA) con dED2, non vale invece Ia proprieta

inversa, come evidenziato nel seguente esempio 4.1 :

Esempio 4.1

Sia A={(x,y)EM%:x%+y’*<1} e consideriamo la funziope f:A~>3R, definita come
f(x,y)=(y-x)(x%-y), rispetto al cono C={(x,y)ER2:x=20 ed y20} di vertice
Porigine. Come possiamo facilmente verificare risulta f(x,y)=0 per y=x?ed
y=x*, f(x,y)<0 per y>x2 ed y<x*, f(x,y)>0 per x*<y<x?.

Restringendo la funzione f lungo la retta x=0 abbiamo (0,y)=-y? e quindi,
essendo f(0,0)=0, abbiamo che I’origine & di massimo locale stretto su essa;
"analogo & il risultato relativo alla retta y=0 lungo la quale f(x,0)=-x% 1l risultato
non cambia neanche applicando la restrizione lungo la retta y=mx, con m>0,
poiché per X&(0,m), ¢ quindi y&(0,m?), la funzione assume valori negativi.
Riassumendo 1’origine & punto di massimo locale stretto lungo ogni raggio ge-
nerato da una direzione del cono C, cid nonostante pon & punto di massimo
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locale per la funzione f su CNA poiché in ogni suo intorno esistono punti con
x*tcy<x? tali che f(x,y)>0.

Vedremo adesso come 1’introduzione della classe delle funzioni localmente
concavo-generalizzate in x; rispetto al cono Cy,, permettono di stabilire alcune

relazioni intercorrenti tra la proposizione “X, & punto di massimo per il problema
P(Cx,NA)” ¢ la proposizione “x, & punto di massimo per il problema P(r;NA)
V4dED”, Premettiamo a tal fine la seguente proprieta:

roprieta 4.1
Consideriamo il problema P(S), con S=Cy NA insieme stellato non vuoto, e la

seguente condizione:

(1) per ogni direzione dED il punto %, & di massimo locale per il problema
P(r,NA) ed inoltre la funzione obiettivo f & localmente semistretiamente
quasi-concava in X, rispetto al cono Cy; .

Se la funzione obiettivo f & direzionalmente derivabile in %, allora ia precedente
condizione & equivalente alle seguenti:

(2) per ogni direzione d&D risulta g—g(xo)sﬁ, per ogni direzione d&D tale che

gf—d(xo)z() il punto x,, ¢ di massimo locale per il problema P(r;NA) ed inoltre

la funzione obiettivo f & localmente semistrettamente quasi-concava in X,
rispetto al cono Cy,, .

(3) per ogni direzione d&1) risulta g%(xo)s() ed inoltre la funzione obiettivo f ¢
localmente pseudo-concava in X, rispetto al cono Cy,, .

Se inoltre la funzione obiettivo f ammette in X, derivate seconde continue allora
le precedenti condizioni sono equivalenti alla successiva:

(4) per ogni direzione d&D risulta dTVF(XO)SO, pet ogni direzione d&ED tale che
d"VF(x,)=0 risulta d"V?F(x,)d<0, per ogni dED tale che d'VF(x,)=0 e
d"V?F(x,)d=0 il punto x, & di massimo locale per il problema P(r,NA) ed

inoltre la funzione obiettivo f & localmente semistrettamente quasi-concava
in X, rispetto al cono Cy,, .
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Dim_(1)=>(3) E’ noto che se x, & di massimo locale per il problema P(r;NA)
VVdED deve necessariamente essere gfa(xo)s(] VdeD, se poi per assurdo la

funzione f non fosse localmente pseudo-concava in X, rispetto al cono Cy, per
ogni intorno convesso UCA di X, esisterebbe un punto y&Cx NUXX,} tale che
f(y)>f(x,) e VE(y)>0 INE(0,1) tale che (X +AY-3p))<tRHMI-ME(Y), cio perd &
assurdo dal momento che per la locale semistretta quasi-concavitd in X, rispetto
al cono Cy,, della funzione obiettivo f la condizione “f{y)>f(x,)” implica che x,

X
non pud essere di massimo locale per il problema P(ryNA) con d= %—:—iﬂﬁED.
0

(3)=2(2) Una funzione localmente pseudo-concava in x; rispetio al cono Cyy €
anche banalmente localmente semistrettamente quasi-concava in X, rispetto al
cono Cx, , 1a tesi segue quindi osservando che se per assurdo per una direzione
dE il punto x, non fosse di massimo locale per il problema P(r;NA) avremmo
per la locale pseudo-concavitd in X, rispetio al cono Cy, della funzione

obiettivo f che g%(xo);v(}.
(2)=2(1) Segue banalmente dal fatto che se per una direzione d€D & -grfd-(xok()

necessariamente il punto X, & di massimo locale per il problema P(ryNA).
(2)=>(4) Se per assurdo per una direzione dED tale che d¥ VF(x,)=0 fosse
dTVQF(xo)d>O il punto x; non potrebbe essere di massimo locale per P(r,MA).
(A)=>(2) Basta osservare che se per una direzione dED & dTVF(xo)mﬂ €
d"VE(x,)d<0 necessariamente il punto X, & di massimo locale per P(r,NA). ¢

Teorema 4.1
Consideriamo il problema P(S), con S=Cx,NA insieme stellato non vuoto.

Se vale almeno una delle precedenti condizioni (1), (2), (3) e (4) allora il punto x,,
¢ di massimo locale per il problema P(S).

Dim Essendo le condizioni (1), (2). (3) e (4) equivalenti, basta verificare che la
(2) implica Pottimalith di x, per P(S): se per assurdo per ogni intorno UCA di x,,
esistesse un vettore yECx,NU\{x,} tale che f(y)>f(x,) allora, essendo la
funzione f localmente semistrettamente quasi-concava in x,, rispetto a Cyx, , per

un certo intorno U CA di x, ¢ per un certo yECx,N U\{x,} la condizione
“f(¥)>f(x,)"” implicherebbe che il punto x,, non pud essere di massimo locale per
Y% ep,

HY-x,li

il problema P(ryNA) con d= L4
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Un teorema analogo al 4.1 & ottenibile relativamente a punti di massimo locale
stretto per il problema P(S), a tal fine premettiamo la seguente propricta:

Proprieta 4.2

Consideriamo il problema P(S), con S=Cy,NA insieme stellato non vuoto, e la

seguente condizione:

(5) per ogni direzione d&D il punto X, & di massimo locale [stretto] per il
problema P(ryNA) ed inoltre la funzione obiettivo f & localmente
strettamente quasi-concava Jquasi-concava] in X, rispetto al cono Cy, .

Se la funzione obiettivo ¢ direzionalmente derivabile in x, allora la precedente
condizione & equivalente alle seguenti:

(6) per ogni direzione dED risulta g%(xo)sﬂ, per ogni direzione dED tale che
-g%(xﬂ)d} il punto x, ¢ di massimo locale [stretto] per il problema P(r;NA) ed

inolire la funzione obiettivo f & localmente strettamente quasi-concava
[quasi-concaval in x,, rispetto al cono Cx,, .

(7) per ogni dirczione dED risulta %(xo)s() ¢d inoltre la funzione obiettivof ¢

localmente strettamente pseudo-concava in X rispetto al cono Cy,, -

Se inoltre la funzione obiettivo f ammette in x, derivate seconde continue allora
le precedenti condizioni sono equivalenti alla successiva:

(8) per ogni direzione dED risulta d' VE(x,)=0, per ogni direzione dED tale
che d"VF(x)=0 risulta d"V?F(x,)d=<0, per ogni dED tale che d' VF(x)=0 e
d"VZF(x,)d=0 il punto x, & di massimo locale [stretto] per il problema
P(ryNA) ed inolire la funzione obiettivo f & localmente strettamente
quasi-concava [quasi-concava] in X, rispetto al cono Cy, .

Dim Analoga a quella della proprieta 4.1 . *

Te a 4.2
Consideriamo il problema P(S), con S=Cx NA insieme steflato non vuoto.

Se vale almeno una delie precedenti condizioni (5), (6), (7) e (8) allora il punto
X, € di massimo locale stretto per il problema P(S).

Dim Analoga a quella del teorema 4.1 . ¢
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Osservazione 4.1

E’ interessante notare che le precedenti condizioni sufficienti di oftimalita
(1)-(8) sono anche necessarie; se infatti x,, & un punio di massimo locale [stretto}
per il problema P(S) allora la funzione obiettivo f & in x,, rispetio al cono Gy,
banalmente localmente [strettamente] pseudo-concava poiché per un certo
intorno U CA di x,, risulta f(y)<f(x,) [f(y)<f(x,)] YVYECx,N U\{x,}, inoltre
Pottimalita di X, per il problema P(S) ne implica 1’ottimalith anche per ogni
problema P(r,MA) con d&€D e di conseguenza, come & noto, se la funzione

obiettivo & direzionalmente derivabile in x, deve necessariamente essere

g%(xe)s{) VdED e se la funzione f ammette in X, derivate seconde continue
allora risulta d"V2F(x,)1<0 VAED tale che d' VF(x)=0.

I teoremi 4.1 e 4.2 permettono di ottenere la seguente condizione necessaria ¢
sufficiente di ottimalita globale:

Teorema 4.3

Supponiamo che 1a funzione f:A—>R sia [stretiamente] pseudo-concava in A e
direzionalmente derivabile nel punto x,&A.

Condizione necessaria e sufficiente affinché x, sia un punto di massimo globale

[stretio] per il problema P(Cy,MNA), con C,, CR™ cono non necessariamente
chiuso, & che sia %—(xo):so YdeD.

Dim Segue direttamente dai teoremi 4.1 e 4.2 ricordando che, essendo la
funzione f [sirettamente} pseudo-concava nel dominio di definizione, ogni suo
punto di massimo locale & anche un punto di massimo globale. +
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25. Agglicazioni

Scopo di questo paragrafo & di evidenziare alcune applicazioni e possibili
sviluppi dei risultati conseguiti in questo lavoro.

Si osservi prima di tutto che, dato un generico problema di estremo vincolato
max f(x) , xES={xER™: g.(x)=0i=1,...,m} & spesso utile, nell’indagare
Iottimalitd di un punto xS, sostituire alla regione ammissibile S un insieme pid
“regolare” come ad esempio il cono delle direzioni ammissibili in x; di S, il cono
linearizzante in X, di S o il cono tangente in x, di S. Sotto condizioni che
assicurano I'invarianza della ottimalith di X, rispetto ai nuovi insiemi (ad
esempio condizioni di qualifica dei vincolt) si possono applicare ad esst tutte le
condizioni di ottimalita stabilite nei precedenti paragrafi.

Si consideri ora il caso in cui Cy, sia un cono poliedrico o, equivalentemente, un
cono finitamente generato’.

Considerando Cy, come cono poliedrico, la condizione “dTVvf (xp)=0 VdeC)" ¢
equivalente alla “(x-x,)" VI(x,)<0 YXER™: A(x-x,)=0". Tale condizione di
ottimalitd pud essere equivalentemente espressa, per il lemma di Farkas8, nella
forma “3IA=0: Vf(x0)+ATl=0” che st riduce alle classiche condizioni di
Kuhn-Tucker nel caso in cui Cy, sia il cono linearizzante di S in X, .
Considerando invece Cy, come cono finitamente generato dalle direzioni
lincarmente indipendenti u;, i=1,...,m, Ja condizione “d"Vi(x,)<0 Vd&EC,”, in

m m
virtd della relazione d= El}“i“i => dTVf(xo)=Z?\.iuiTVf(x0), ¢ equivalente alla
1= 1=1

“uiTVf(xo):s() Yi=1,...,m” che a sua volta permette il controlio della ottimalita di
X, sulle sole direzioni w, che generano il cono.

Per comprendere ’applicazione operativa di cio, si consideri il seguente
problema di programmazione lineare frazionaria:

TRicordiamo che cxogm“ & un cono di vertice x, finitamente generato dai vettori non nulli uié’_—:mn,
m

i=l,...,m, s¢ Cxoz{xEERH: x=xﬁ+2 Au,, A20 Vi=l,...m}; cxogm“ & invece un cono poliedrico di

=]
vertice x;, se CXO:{xt?:?Rn: A(x-x,)20} con AER™ ™, Si osservi che gli insiemi cono poliedrico ¢ cono
finitamente penerato sono insiemi chiusi e convessi.
Si pud dimostrare che un cono non vuolo & poliedrico se ¢ solo se & finitamente generato.
8Abbtamo considerato il lemma di Farkas espresso nella seguente forma; dati AGR™® peRi ed yeR?
risulta  bTy<0 Yy: Ay20 se e solose FAx0: brATA=0.
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T
CytC X

max f(x)=
P(S) | d0+dTX

ES={xER™: x20 ed Ax=b}

con AER™™ ¢ d &R, c,dxeR™, bER™ e con Iipotesi che sia d+d x>0 VxES.

In questo caso il problema P(S) pud essere riscritto, rispetto ad una soluzione di
base ammissibile X=(x;,X)), nella forma:

T T
CotCpXpt+CyuXy

T +Cix
max dy+dpRp+dixy max T(x)= H‘“N“
- dy+dixy
Apxp+A X =b
%420 od x,=0 X ES={XERTT x20 ed AbzA A X}

dove Ty=c +eLALD, d=d+dLALb, Tl=ci-chANAy € di=dl-dlAJA, .

Il cono tangente ad S nell’origine, T(S,0)={x&R™™: x20}, & finitamente genera-
to dalle direzioni che compongono la base canonica di ™™, di conseguenza
risulta “d"VT(0)<0 VdED,” se e solo se VI (0)=0.

Per il teorema 4.3 quindi, essendo la funzione obiettivo sia pseudo-concava che
pseudo-convessa nel dominio di definizione, abbiamo che il vertice x =0 & di

massimo globale se e solo se V?(O):—Q:_-i—g-qso e ciog, essendo per ipotesi d>0,
0

se ¢ solo se y=d,t-c,d<0; abbiamo cosi ritrovato la condizione necessaria e

sufficiente, utilizzata da Martos ed altri [5, 15], affinché una soluzione di base

ammissibile sia di ottimo per un problema di massimo di programmazione lineare

frazionaria.
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Rlassumxamo in questa appcndicc lt: defimzmm ele pnnc1pa]1 proprieta delle
funzioni localmente concavo-generalizzate in X, rispetto al cono Cy, , che sono

state esplicitamente o implicitamente usate in questo lavoro.

Definizione A.1

Consideriamo un cono CCR", il suo traslato Cy, rispetio al vettore xoeﬂ‘t“ ed
una funzione reale f:A—R tale che x, & un punto interno al suo dominio ACR".
La funzione f sard detta localmente *concava in X, rispetto al cono Cy, se esiste
un intorno convesso UCA di x, per cui & verificata la condizione *condizione
Vy&Cx,NU in accordo alla seguente tabella:

¥concava *condizione
' concava XMy XX HME(Y)-E(X)) VAO,1)
strettamente concava per y#X,:  f(X+My-X )X HAME(Y)-H(x,)) VAEQ,1)
quasi-concava f(y)=f(x) => f(X+-My-% )2l (%) VAEO,1)
strettamente quasi-concava | per y#=X;: f(y)2f(x) = f(x +My-x N>f(x,) VA(0,1)
semistrettamente quasi-concava fy)>£(x,) = f(x#+My-xp))>(x) YAE(0,1)
A5(y)>0 t.c. YA(0,1
pscudO'Concava f(y)>f(x0) =P f(xo +?\.%§I}2{0))2f(xo) +§E lﬂ}?)&(y)
strettamente pseudo-concava | per y=x;: f(y)2f(x,) = foxs i%)?;)ﬂ ); t?( x:)}:i((? —;u))‘g(y)

dove E(y)non dipende da A ma soltanto da y.

sse ione
Facciamo notare che C,MNA non ¢ necessariamente un insieme convesso e, di
conseguenza, la definizione data di locale concavita generalizzata & pin

generale di quella usualmente riportata nella letteratura ove si assume la
concavita generalizzata di f in un intorno convesso di x,;la classica

definizione di locale concavitd generalizzata ¢ un caso particolare della
precedente ottenibile assumendo Cy,=R".

Le relazioni intercorrenti tra l¢ varie classi di funzioni localmente
concavo-generalizzate in X, rispetto al cono Cx,, sono le stesse intercorrenti tra

le ben note classi di funzioni concavo-generalizzate e possono essere
graficamente rappresentate nel seguente modo:
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[Funzioni Semistrettamente Quasi-Concave| [Funzioni Quasi-Concave

t
[ Funzioni Pseudo-Concave | [Funzioni Strettamente Quasi-Concave/
T 1
[Funzioni Concave| [ Funzioni Strettamente Pseudo-Concave |
7 .

| Funzioni Strettamente Concave |

(il simbolo -——>E§] indica che la classe A & contenuta nella classe B)

Proprieta A.

Consideriamo un cono CCR", il suo traslato Cy,, rispetio al punto X, interno
all’insieme ACR" ed una funzione reale f:A—»% direzionalmente derivabile in
X,- Se lafunzione f risulta localmente *concava in X rispetto al cono Cy, allora
esiste un intorno convesso UCA di x, per cui ¢ verificata la condizione

. Xo
*condizione VyECy,NMUX,} con d= ﬁ-;i;}-{-‘-’ﬁ in accordo alla seguente tabella:
0
*concava ~ *condizione

of f(y)-1(x,)
380> Tyl
o
ad%o

concava

f(3)-f(x)

strettamente concava > T 1
Y-Xq

quasi-concava f(y)af(x,) = (%{xo)a()
semistrettamente quasi-concava | f(y)>f(x,) = %(xo)a()

pseudo-concava fy)>1(x,) = %(xo)>0

sirettamente pseudo-concava f(y)af(xo) = %‘(X(}PO

Dim Vediamo intanto 1a necessarieta di tutti i casi; per ipotesi esiste un intorno
convesso UCA di x,, tale che per ogni y&€C NUMx} e VAE(0,1) risulta:
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fy)-£(Xy) e £ & concava

Hy-x,l
>0 se f & quasi-concava e f(y)2f(x,)
fxpMy-x )X | 50 s f & semistrettamente quasi-concava ¢ f{y)>f(x,)
My-xl
( _li_l'?\)ﬁ(?l’) se f & pseudo-concava e f(y)>f(x,)
YXq
(1-ME(Y)  se f& strettamente pseudo-concava e f(y)2f(x,).
] 2 Hﬁ"y-xoi{

Essendo poi la funzione f direzionalmente derivabile in x, risulta

f(xgrtd)=f(xy)+t gfa(xo)-}-ta(t,()) con Hm o(t,0)=0 Vd=RY,
{0

. . ¥-X .
da questa relazione, ponendo t=Ally-xli e sostituendo d=m, otteniamo
0

f(x+A(y-X))-f( . .
%‘(Xo)ﬁ Lo ﬁlyiﬂl o) -o'(M0) con )1:11’:) (A 0)=0 e guindi:
f(l.);_)__(.ﬁ_‘]).)_ a0) 5€ f & concava
y-X e
-o'(A,0) se f & quasi-concava ¢ f(y)2f(x,)
g’f&("o) > po'(k,ﬂ) se f & semistrettamente quasi-concava e f(y)>f(x,)
> (1“';‘)}:-(?;) -S'O0) se f ¢ pseudo-concava e f(y)>f(x,)
(1 1-MEY) | se f & strettamente pseudo-concava e f(y)=f(x,)
2 Tyl o0 0

Loy

da cui otteniamo le tesi facendo tendere A a 0 ¢ ricordando che &(y)>0.
Nel caso invece in cui la funzione f sia strettamente concava essa sard anche

banalmente concava ¢ quindi, per quanto sopra dimosirato, deve essere

f(y)-f(xg - f(y)-fi
gg{x{)}a (I}lr;_): H)‘ Supponiamo ora per assurdo che sia g%( Xp)= m(ﬁ;*;ﬁ?) X

Yy My%xg)  (Xg+My-xp)-X,

poiché per ogni AE(0,1) risulta v= Ty == Miy-xol = TiCx g+ ALy %)) R per
la concavita della funzione f abbiamo, analogamente al caso precedente, che
fy)-f(xg) af f(xg MY -%0))-£(x,)
Tyxgl = 3d%0= Ky
da cui otteniamo FR MY -X N=IX+AE(Y)-(x,)) il che & assurdo per la stretta
concavita della funzione f. ¢
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