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" §1. Introduzione

In questo lavoro si considera la classe dei problemi di estremo vincolato P aventi
una regione ammissibile lineare ed una funzione obiettivo che ¢ il prodotto tra
una funzione affine e la potenza, con esponente a reale, di un’altra funzione
affine.

Lo studio che svolgeremo si differenzia da quello proposto in {2, 6], ove si
considera il caso di esponenti a interi, sia per la diversa metodologia usata, sia

per la maggiore varietd e generalitd di risultati ottenuti, e pertanto non ne
costituisce una semplice estensione.

L’idea alla base dell’approccio che seguiremo ¢ quella di fondare lo studio del
problema sulla caratterizzazione dell’insieme delle soluzioni ottime di livello di P,
insieme che si ¢ gia rivelato utile nella risoluzione di particolari classi di problemi
frazionari e bicriteria [4, 5,7, 8].

Tale caratterizzazione permetiera di:

- determinare sia condizioni di esistenza di soluzioni oftime sia condizioni che
assicurino la superiore limitatezza della funzione obiettivo;

- di individuare sottoclassi di problemi che ammettono sempre soluzioni ottime;

- ¢ studiare gli ottimi locali del problema;

- di fornire condizioni di ottimalita relative ad un vertice della regione.

I risuliati teorici conseguiti consentiranno di proporre un metodo sequenziale
per 1a classe dei problemi considerati. |



52. De:mizione del groblema e grogrietc‘t delle soluzioni ottime di livello

Si consideri il seguente problema P di massimo vincolato:

p. [ max fx)=(c +c x)(d,+d"x)°
{ xER={xER™ x=0, Ax=b}

dove A & una matrice reale con m righe ed n colonne, b&ER™, ¢,dER", ¢, d R, @
& un parametro reale e (d+d"x)>0 Vx&R.
Si osservi che per a0, d=0 o ¢=0 il problema considerato diviene un problema

lineare e pertanto tali casi saranno esclusi in questa trattazione.
Si osservi inoltre che I’ipotesi (d0+de)>O VxER & necessaria volendo studiare il

problema per un qualsiasi parametro reale o; tale ipotesi pud essere rilasciata
quando si vogliano considerare particolari valori di o.

In {2, 6] il problema P ¢ stato studiato limitatamente ad esponenti interi e per
esso ¢ stato proposto un algoritmo di tipo parametrico basato su condizioni di
ottimalitd determinate tramite 1”’applicazione di un teorema di alternativa,
1.’approccio che seguiremo in questo lavoro ha invece le sue radici nel concetto
di soluzione ottima di livello proposta in [3] per un problema lineare frazionario
(caso a=-1), concetto che si ¢ rivelato utile nella risoluzione di particolari classi
di problemi frazionari e problemi bicriteria [4, 5,7, 8] e che adesso riprenderemo
tramite la seguente definizione:

Definizione 2.1
Un punto XER ¢ detto soluzione ottima di livello per il problema P se &

max (c+c'x)
soluzione ottima del problema lineare d0+de=dO+dT‘i .
XER

Nel caso particolare in cui X ¢ un vertice della regione ammissibile R diremo che
XER ¢ una soluzione ottima di livello basica per il problema P.

Stano inoltre & =inf (d + d™x) e E\=Sup (d0+de); poiché per ipotesi
XER xER
(dz+d™x)>0 VxR, &, ¢ finito ed ¢ anche minimo mentre pud essere Ep=tee.

Denotato con LCR ’insieme di tutte le soluzioni ottime di livello per il problema
Pecon LE’ EE[E,,, &\l (con Ia convenzione che sia EE[E,,+>[ quando & =+x),



max (cg+c'X)

I’insieme delle soluzioni ottime del problema lineare PE : do-l—de:E , 81 ha
XER

ovviamente L= U LE

L’insieme L delle soluzioni ottime di livello per il problema P riveste una
particolare importanza poiché comprende tutti i punti di ottimo locale di P; vale
al riguardo la seguente proprieta:

Proprieta 2.1

Se XER ¢ un punto di ottimo locale per il problema P allora & necessariamente

una soluzione ottima di livello per P.

Dim Supponiamo per assurdo che X non sia una soluzione ottima di livello ¢

che quindi esista un punto y€R tale che dy+d'y=d +d'x e ¢ +cly>c +e'x.

Per ogni AE(0,1) risulta cy+c’ (Ay+(1-MX)=Acy+c"y)+(E-A)(c,+¢X)>(c,+cR),
dy+d Ay +(1-M)X)=Md,+d y)+H(1-A)(d,+d™X)=d +d X e Ay+(1-AL)XER per la
convessita di R stesgq,;rdi conseguenza abbiamo f(Ay+(1-A)X)>(X) con
Ay+(1-MXER VAE(0;1) e quindi X non & un punto di massimo locale per il
problema P, il che ¢ assurdo poiché nega le ipotesi. L4

Banalmente, dalla proprieth precedente e per le proprieta delle soluzioni ottime
di un problema lineare, segue che un punto di ottimo locale per il problema P
deve necessariamente essere un vertice della regione ammissibile R oppure

appartenere ad un suo spigolo o ad una sua faccia.
Dimostreremo adesso che se per un certo livello ammissibile EE[E_, E,,] non

esiste alcuna soluzione ottima di livello per P, ovvero il problema lineare P‘é non

ammette soluzione ottima finita, allora altrettanto accade per ogni altro livello
ammissibile £'. Vale al rignardo il seguente teorema:

Teorema 2.1

L#0D se e solo se LA VEEIE ,,, E ).

Dim La sufficienza & banale essendo L=U§L§. Sia adesso L@ e supponiamo
per assurdo che esista un livello EE[E_, E,,] con LE=QJ 0, equivalentemente, che
il problema lineare P, non ammetta soluzione ottima finita; esiste di conseguenza
una semiretta r:{xé?ﬁ“: X=X,+tu con 120, x,ER e uER"IC{x&R: d,+d x=E}



tale che sup(c0+ch)= timt (co+ch0+tcTu)=+oo , per cui deve necessariamente
XE&T t-» 400

essere ¢ u>0; inoltre per I’ammissibilita delle semiretta r abbiamo che
dy+d'x+d"u=E V=0 e quindi deve essere d'u=0.

Sia adesso X un qualsiasi punto di R e sia &=d,+d"X il livello corrispondente tale
che Ly#. Essendo u una direzione ammissibile per la regione R, anche la
semiretta r'={xER™: x=X+tu con 20, XER ¢ ucR"} sard a sua volta contenuta
in R ed inoltre, poiché risulta d +d"x+td"u=d +d"X=E", sard ammissibile anche
per il problema P§|; neanche tale problema perd ammetie ottimo finito dal

momento che risulta m (co+cTX'+tcTu)=+00, il che & assurdo. ¢
{~»400

La proprieta espressa dal precedente teorema suggerisce un semplice modo per
verificare a priori I’esistenza per ogni livello ammissibile & di almeno una

soluzione ottima di livello per il problema P:

passo 1: determinare la soluzione ottima X, del problema lineare

. T
min (d.+d'x . ) ) ]
{ ;CEIEOR ) ; tale soluzione ottima esiste sicuramente essendo

per ipotesi (d,+d"x)>0 VxER.

passo 2: posto & =(d+d"X,), determinare, sc esiste, la soluzione ottima del
max (c0+ch)
problema lineare P, 2 d0+de=’§m ; se fale soluzione ofttima
XER

esiste allora esiste almeno una soluzione ottima di livello per il
problema P per ogni livello ammissibile EE[E,, &,], altrimenti

risulta L=0.

Si osservi che L= implica necessariamente che il problema P ha estremo supe-
riore non finito; per tale ragione continueremo la nostra analisi nel caso Lz,

Allo scopo di proporre un metodo per risolvere il problema P che non sia di
natura parametrica ma del tipo simplex-like, metteremo ora in evidenza come sia
possibile generare per ogni EE[E , €,,] una soluzione ottima di livello tramite

operazioni di cardine.



Iniziamo con la caratterizzazione di una soluzione ottima di livello basica per il

problema P; come sappiamo, rispetto ad una qualsiasi soluzione di base
X*=(Xg,0)ER, il problema P ¢ equivalente al seguente:

max f(x)=(c +c'x)(d,+d"x)*
P: Apxg+Ax=b =P:

max F(x)=(C,+TIx N +dix,)®
Xp=Apb-AjA Xy

XBRO ed XN20 "1330 ed x NEO

dove €O=c0+ch'Blb, —&0=d0+d£A§b, E{r:cg-c%AgAN € d_g.—..d;-d'{gAgAN.

In termini di tabelle del simplesso I’equivalenza & cosi rappresentabile:

-Cy Cy Cy € EPTJ
-dy dp dy -30 Eﬂ;
b Ay Ay Agb A"].;AN

figura 1

In particolare un vertice x*=(x,,0)&R ¢ una soluzione ottima di livello basica
per il problema P se solo se & soluzione ottima del problema lineare:

([ max (€, +T0%)
_—
d\x=0
Xp=Anb-AJA X,

X0 ed X 20

Al fine di determinare un metodo sequenziale per risolvere il problema P, &
necessario stabilire una condizione necessaria e sufficiente affinché un vertice
sia soluzione ottima di livello per P.

Con questo scopo, in modo analogo a quanto fatto in [S], definiamo i seguenti
insiemi di indici, relativi al vertice x*=(x,,0)ER.



Siano T e dy i vettori “ridotti” di ;"™ definiti in precedenza; definiti gli insic-
mi N'={i€{L,....n-m}: d;; >0} ed N={i€{L,....n-m}: d. noy<0} denotiamo con:

[ c.... }
D'CN* I'insieme degli indici k tali che: &= max { ;ﬂ—l} 2.1)
dygy & | dyg

[ ) C i
D'CN I'insieme degli indici htati che: == min { _—Nu} (2.2)
Ny N [ dyg,

=N

Osserviamo che DTUD2(); infatti se fosse El'Nﬁ)=0 Vi€{l,....n-m} la funzione
lineare d;+d"x risulterebbe costante nella regione ammissibile R ed il problema P

si riduce ad un problema di programmazione lineare, caso gia escluso a priori.

Proprieta 2.2
Un vertice x¥=(x,,0)ER ¢ una soluzione ottima di livello basica per P s¢ e solo

C ¢ -
se M8 < B YkeD VRED" ¢ 650 ViELL.....n-m} tale che d, ;=0.
vy dumy
Dim H vertice x* & un ottimo di livello rispetto ad R se e solo se esiste un indice

s&{1,....,n-m} tale che tramite una operazione perno su H'N(S>¢0 si ottengono dei

T _— )
costi ridotti ¢¥*=(T,~ ~D(E) =0, ovvero se e solo se S0 Vie{l,... ni-m} tale

N(s)
— & ¢
che dy;,=0 ed esiste un indice sSED*UD" tale che —2> Ml ykep*e
‘ dve  Ina
Cy &
N8 . —NB whety, da cui segue la tesi. +

dN( 8) aN(h)

A partire da un vertice soluzione ottima di livello basica per il problema P &
possibile determinare degli spigoli lungo i quali viene mantenuta I’ottimalita di
livello per P; le rette contenenti tali spigoli godono di proprieta fondamentali per
il successivo studio delle condizioni di ottimalitd per il nostro problema P.

Al fine di determinare queste proprietd, definiamo i seguenti insiemi e la
seguente estensione della definizione di soluzioni ottime di livello a soprainsiemi
della regione ammissibile R.



Definizione 2.2 :
Sia x*=(xp,0)ER un vertice ammissibile corrispondente alla matrice di base Ap.

Per ogni indice i€D"UD" denotiamo con S I'insieme:
S={x=(X)ER™ x5=A 1b-AJA Xy, Xy ;20 Vi e X ERIOR
e con S, I'insieme S;={X=(xp,x\)ES;: Xng=0 Vi € X, ERY.
Diremo che un punto XS, , con i€EDYUD, tale che (d+d"%)>0 & soluzione otti-
max (EO+E§XN)
ma di livello rispetto ad S, se & soluzione ottima del problema H{IxNzc_iETX’N
X=(X g Xp)ES;

Vediamo adesso di caratterizzare una soluzione XES, , con i€D*UD, ottima di
livello rispetto ad S, :

Proprieta 2.3 ‘
Sia x*=(x5,0)ER un vertice ammissibile corrispondente alla matrice di base Ay e

sia XES; , con IEDUD, tale che (d#+d"x)>0.

Condizione necessaria e sufficiente affinché il punto X sia soluzione ottima di

livello rispetto ad S, & che sia (-:__—N(ﬂs ?N—@ VkeED* VhED" ¢ S0
v I

Vie{l,....,n-m} tale che dy=0.

Dim 1l punto XES; , con i€DULD, ¢ un ottimo di livello rispetto ad S, se e solo

se, tramite una operazione perno su HN{D#O, stamo in grado di ottenere dei costi

Cagry —
ridotti  ¢c*=(T- :Hm-d =0, ovvero se e solo se ‘éNU)sO Vie{l,...,n-m} tale che

N(i)

- Ty € Cayn C

dy;=0e ~NA, O ypepte i NB) WheTy da cui segue la tesi. 4
Ni O dyvey A

Osserviamo che le condizioni espresse nella precedente proprietd sono
necessatie e sufficienti affinché un punto XES,NR, con iEDUD", sia soluzione

ottima di livello per il problema P (la dimostrazione pud essere condotta con un
procedimento analogo).



Proprieta 2.4

Sia X*=(X;3,0)ER un vertice ammissibile corrispondente alla matrice di base Ay e
sia XES;NR, con iEDUD',

I punto X & una soluzione ottima di livello per il problema P sc e solo se & una
soluzione ottima di livello rispetto ad §; .

Dalle proprietd precedenti seguono immediatamente i seguenti coroilari che
svolgono un ruolo essenziale nello studio della struttura dell’insieme L delle
soluzioni ottime di livello per il problema P:

Teorema 2.2

Sia X*=(Xp,0)ER un vertice ammissibile corrispondente alla matrice di base A,
Se esiste un punto XS, , con IEDUD, soluzione ottima di livello rispetto ad §i
con (d,+d"X)>0 allora ogni punto xES, tale che (d+d"X)>0 & soluzione ottima

di fivello rispetto ad §; ; in particolare ogni punto appartenente allo spigolo
ammissibile X&S,MNR & soluzione ottima di livello per il problema P.
Dim Segue direttamente dalla proprieta 2.2 ¢ 2.3 . L 4

Teorema 2.3
Se un vertice X*=(x,,0)ER & soluzione ottima di livello basica per P allora ogni

punto XES, , con IED*UD", tale che (d,+d"X)>0 & soluzione ottima di livello

rispetto ad S ; in particolare ogni punto appartenente allo spigolo ammissibile
XES,MR ¢ soluzione ottima di livetlo per il problema P.

Dim Segue direttamente daile proprieta 2.1,2.2¢ 2.3 . 4

I risultati raggiunti permetiono, tramite 1’algoritmo che sara di seguito indicato,
di generare un insieme di soluzioni ottime di livello L*CL costituito da un
cammino unione di spigofi [X;, X, (] i=1.....s-1,con ¥, ¢ X, , vertici adiacenti, ¢ da
una eventuale semiretta r={xER" x=X +tu  con 120 e u ER"}CL (r, pud dege-
nerare nel singolo punto X)), ovvero:

v=( U ®.x,.0ur, 23)

i€l,... 511



passo 1: determinare una soluzione ottima X, del problema lineare

min (d+d"x) T : :
{ <ER e, posto §,,=(d,+d"X), determinare, se esiste, un

vertice ottimo X, del problema lineare Pg,_ ; se tale soluzione non

esiste allora L=@} ed il problema P non ammette ottimo finito,
altrimenti porre i=1 ed andare al passo 2.

passo 2: determinare I'insieme di indici D relativo alla soluzione ottima di
livello basica X, ; se D*=@ allora non esistono livelli ammissibili
maggiori ¢ quindi s=i ed r={X.}, altrimenti scelto un qualsiasi
indice kED™ determinare tramite una operazione perno il vertice
X,,1 » 5¢ esiste, adiacente ad X; lungo lo spigolo ammissibile S, NR

composto da soluzioni ottime di livello per P; se tale vertice esiste

alfora porre i=i+1 ¢ ripetere il passo 2, altrimenti abbiamo trovato
la semiretta r, e possiamo porre s=i.

I1 precedente algoritmo in pratica, dopo aver verificato se L#0), scorre tutti i
livelli ammissibili EE[E, , €, ], a partir¢ dal minimo E_, ed ogni volta incrementan-
dolo {(dal momento che si sceglie un indice k&D™), fino a determinare un sotto-
insieme L* di L composto da una ed una sola soluzione ottima di livello per ogni
livello ammiissibile &:

Proprieta 2.5

Per ogni soluzione ottima di livello XEL, esiste ed & unica una soluzione ottima
di livello x*&L* tale che X*EL; .

Dim 1. esistenza segue dal fatto che 1’algoritmo, attraversando iterativamente
spigoli ammissibili S, MR con kED* (lungo i quali quindi il livello cresce), scorre
con continuitd tutti i livelli ammissibili dal minimo &, al massimo &, , visto che
€sso termina o dopo aver trovato la semiretta r, (che attraversa tutti i livelli da
dy+d"%; a +2) o dopo aver trovato il vertice X, il cui corrispondente insieme di
indici D* & vuoto (¢ quindi la regione R non ha punti appartenenti a livelli
maggiori di d,+d'X,); I’unicita segue dall’algoritmo proposto per generare L¥
che sceglie una unica soluzione ottima per ogni livello, L 4



La proprieta 2.4 ¢ I’algoritmo che determina L* ci permetiono di effettuare le

seguenti considerazioni:
a) la semiretta r_ si riduce al solo vertice X_ se € solo se I’iperpiano

d0+de:d0+dT7g=E_,M ¢ di supporto per la regione ammissibile R;
b) TPinsieme L coincide con L* se e solo se il problema P¢ ha una ed una
sola soluzione ottima per ogni livello ammissibile EE[E, &,,].

Dato un punto x& L; chiameremo il corrispondente punto x*&€L*N L,
“rappresentante” in L* di x€L. e ci riferiremo quindi ad L* come all’insieme dei
rappresentanti di L.

§3. Propneta delle soluzioni ottime del problema P
In questo paragrafo metteremo in evidenza varie proprieta relative all’insieme S,

delle soluzioni oftime del problema P.

1l problema P, ad esempio, pud avere massimi focali distinti dal massimo globale;
i seguenti teoremi individueranno ipotesi sotto le quali cid non accade
studiando la concavith generalizzata della funzione obiettivo f per mezzo dei
risultati stabiliti in [1, 11].

Al fipe di dare a questo lavoro una trattazione autonoma, & riportata in
appendice A una dimostrazione formale per esteso del teorema 3.1; ricordiamo
inoltre che in [2] & stato svolto tale studio nel caso o intero con tecniche
dimostrative diverse.

Teorema 3.1
La funzione obiettivo f del problema P ¢ di classe C*(R) ed inoltre risulta per
0=0.-1 sia pseudo-concava (pcv) che pseudo-convessa (pcx) su tutto R mentre
per o0,-1;

{xeR: f(x)<0} | {xER: [(x)=0}
-1<a<0 pcv  pex

o<-1,0>0 pcx pcv

10



Conseguenza diretta del teorema precedente & il seguente:

Teorema 3.2
Si consideri il problema P e supponiamo che sia Sp=0.

i) se-l<o<0 ed & f(x)<0 VxER allora ogni punto di ottimo locale & anche di
ottimo globale ed inoltre I'insieme S;, degli ottimi globali & convesso;

ii) se a<-1 oppuré a>0 ed ¢ {xE€R: f(x)20}=0 allora Iinsieme S degli ottimi
globali & convesso.

Dim La tesi segue direttamente dal teorema 3.1 e dal fatto che la funzione

obiettivo essendo pseudo-concava e differenziabile & sia semistrettamente

quasi-concava (per cui ogni punto di ottimo locale & anche di ottimo globale)

che quasi-concava (per cui I’insieme dei punti di ottimo globale & convesso). ¢

Lo studio effettuato nel paragrafo precedente ci ha permesso di determinare il

particolare insieme L¥ di soluzioni ottime di livello per il problema P avente, per
ogni livello ammissibile EE[E, , §, ], esattamente un punto x*&L* ﬂLg ed in pill

facilmente determinabile da un punto di vista algoritmico.
Vediamo adesso come la caratterizzazione di L* permetta di ottenere risultati
relativi alla esistenza di soluzioni ottime per il problema P. Ricordiamo innanzi

tutto che se L=0 si ha sup f(x) =+c0; studieremo quindi il solo caso L=2.
XER

Teorema 3.3
Si consideri il problema di estremo vincolato P. Risulta:
1) supf(x)= sup f(x);

XER xEL*

ii) supf(x)=max f(x) se e solose sup f(x) = max f(x).
XER xER XELX xEL*

Dim i) Essendo L.*CR, risulta banalmente supf(x) = sup f(x). Si consideri ora
xER XEL*

una successione {X; }&R tale che sup f(x,)=sup f(x) e si denoti con x¥EL* il
i XER

rappresentante di L* delle soluzioni ottime di livello relative al livello d,+d"x;

(esistente per il teorema 2.1 e la proprieta 2.5); si pud determinare cosi una

11



successione {x¥}CL* tale che per ogni indice f(x¥)=f(x,;) per cui risulta

sup f(x)zsup f(x*)asup f(x;)=sup f(x), da cui segue la tesi.
xeL* XER

il) Serisulta max f(x)=f(x,), con x,€L*, allora deve necessariamente essere, per
xCL*

il punto a), f(xy)= sup f(x} e quindi f(x,)= max f(x); se invece abbiamo
XER XER

max f(x)=f(x,), con x,ER, allora esiste per il teorema 2.1 e la proprieta 2.5 un
XER

punto XFEL* tale che d0+de0:d0+de";) ¢ f(x%)=1(x,); poiché non puo essere

f(x¥)>f(x,,) in quanto f(x,)= max f(x) si ha per la i) f(xy))= sup f(x) = max {(x). ¢
XER XCL* XEL*

Teorema 3.4

Si consideri il problema di estremo vincolato P.
i) Se Sy allora esiste una soluzione ottima del problema appartenente ad uno

spigolo della regione ammissibile R.

i) Se Sp=@ allora si ha sup f(x)= lim f(X-+tu), con X, ed u_ definiti in (2.3).

{—>400

Dim i) Se esiste il massimo per il problema P ailora, per il teorema 3.3, una
soluzione ottima di P deve appartenere all’insieme L* che & composto da spigoli
della regione ammissibile R.

i) Essendo supf(x)= sup f(x), segue che se S p=@ la semiretta r, della (2.3)
x&R xEL*

non pud coincidere con il vertice X, , altrimenti L* risulterebbe un insieme

compatto ¢ di conseguenza avremmo max f(x) = max f(x); di conseguenza si ha
xGCL* xER

sup f(x) =supf(x)= fim f(X+tuy). ¢

XEL* XErg {400

Determiniamo adesso delle condizioni che garantiscano esistenza di una
soluzione ottima per il problema.

12



Teorema 3.5

Sia r={xER" x=X+tu, con 20 ¢ u,ENR"}CL* la semiretta definita in (2.3) ¢ sia
[€,, &yl I'insieme dei livelli ammissibili di P.

i) Se Ey<+oo, allora P ammetie soluzioni ottime per ogni o.

ii) Se&,=t+w ed inoltre si ha (o+1)cTu=0 e ((d-d"x)eTu +a(c,+¢"x )d u )<0
oppure (cc+1)cTus<0', allora P ammette soluzioni ottime.

Dim i) Segue dal fatto che se §y <+ allora r={X} ¢ quindi L* & un insieme

compatto, per cui risulta supf(x) = sup f(x) = max (x).
xER XEL* xEL¥
ii) Sia g(=(co+c X grtcu N d +d" X +td u)* la restrizione della funzione
obiettivo f lungo la semiretta r ; la sua derivata risulta: '
g'(O=(dy+d"X +td"u )*(((dy+d 5 o +oc 4T )d u o 1cTu d ).

Si osservi che U'ipotesi d+d"x>0 VxER implica che d +d"% >0, mentre 'ipotesi
Ey=1 implica dTus>O; Ne consegue che le condizioni (a+1)cTu <0 oppure
(ot 1)cTu =0 e ((dy+d'x )cTu+a(c +c'x )d u )<0 implicano I’esistenza di un
punto di massimo della funzione g(t) e quindi, per il punto ii) del teorema 3.4 , si
ha S#0.

Siamo ora in grado di determinare sottoclassi di problemi per i quali esiste il
massimo globale. Vale al riguardo il seguente:

Teorema 3.6

St consideri la classe dei problemi di estremo vincolato P.

i) Ogni problema P con o0 ed f(x)<0 V&R ammette sempre soluzione ottima.

it) Ogni problema P con a<-1 ed {x€R; f(x)>0}=D ammette sempre soluzione
ottima ed inoltre I’insieme S, delle soluzioni ottime & convesso. _

Dim Se P'insieme dei livelli ammisibili & limitato le tesi seguono direttamente dal

punto i) del teorema 3.5, altrimenti sia r_ la semiretta definita in (2.3) ¢

g()=(co+c' T +teu )(dy+d"x +tdTu)* la restrizione su essa della funzione

obiettivo f.

i) Poiché f(x)<0 Yx&R si ha (cO+cTX' Jsle cTuSsO ¢ quindi, essendo o0, risulta

(a+1)cTuss0; se poi in particolare ¢ (a+1)cTus::O risulta necessariamente

((d0+dTKS)cTuS+u(co+cT£“S)dTus)z(a(00+cTirs)dTus)50; ne consegue quindi che,

per la ii) del teorema 3.5, il problema P ammette soluzione ottima.
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ii) Siaora {x€R: f(x)>0}=0; se per assurdo fosse cTuS<O esisterebbe un reale
T>0 tale che per ogni t=T risulterebbe g(t)<0 e quindi, essendo per ipotesi

{xER: f(x)>0}=@, avremmo sup f(x) = max f(x)>0 contro I'ipotesi S;=0;
XEL* xeL*

analogamente se per assurdo fosse ¢'u =0 e (c,+c"X,)<0 avremmo che f(x)<0

VXEr, ¢ quindi I'asserto in quanto sup f(x) = max f(x)>0; essendo quindi
' XEL¥ XEL* '

¢"u>0 oppure ¢'u =0 e (cy+c™X)>0 risulta supf(x)= m g(t)=+o Va>0 e
XER > 400 .

VaE(-1,0), tenuto conto che per a&(-1,0) il caso c'u =0 e (c,+c"%,)>>0 non pud

mai presentarsi, altrimenti (a+1)cTuS:0 e ((d0+dTiS)cTus+a(c0+ch S)dTus)=

=(afc,+c"X )d u)<0 e quindi per il teorema 3.5 avremmo Sy=@, per cui deve

necessatiamente essere ¢'u>0.

iti) Se infine abbiamo a=-1, affinché non esistano soluzioni ottime deve essere

_ T
(dy+d"T ) u>(co+c'X)d , , per cui risulta i:g f(X)=t1im g(t)= nd_TlTsS. | +
—* 400

Per quanto riguarda lo studio degli ottimi locali del problema P vale il seguente:

Teorema 3.8
Se x*€L* & un punto di massimo locale rispetio ad L* allora x* ¢ anche un
punto di massimo locale per il problema P.

Dim Supponiamo per assurdo che x* non sia un punto di massimo locale per P
¢ che guindi esista una successione di punti {X;}CR convergente ad x* tale che

per ogni indice i risulti f(x;)>f(x*); associata alla successione {X;} possiamo
determinare un’altra successione di punti {x}}CL* convergente ad x* tale che
x* & la soluzione ottima del problema Pg; con &=d,+d"x; .

Per la definizione di soluzione ottima di livello per P abbiamo che necessaria-
mente per ogni indice i risulta f(x¥)=f(x,)>f(X)={(x*) e quindi x* non pud essere
di massimo locale rispetto ad L¥, il che & assurdo poiché nega le ipotesi. ¢

Nel caso in cui la funzione obiettivo non sia pseudo-concava nella regione
ammissibile R si possono avere pill massimi locali; nel seguente esempio

~considereremo un problema a due variabili avente nella regione ammissibile
quattro diversi massimi locali ai quali corrispondono valori diversi della funzione
obiettivo.
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Esempio 3.1

ii) Consideriamo adesso un problema P con a<-1 ed {xER: f(x)>0}=; s€
cTu,<0 esiste un reale T20 tale che per ogni t=t si ha g(t)<0 ¢ quindi, essendo

- per ipotesi {XER: f(x)>0}=0, deve essere sup' f(ﬁ) =max f(x)>0; se cTus=0 (5
XEL* KEL*

(cp+c c'x J=0 abb1am0 che f(x)sO Verr e quindi ancora sup f(x) =max f(x)>0
xEL* XELk

se infine c'u >0 oppure c¢'u —0 e (cO+ch‘ ¥>0 abbiamo necessariamente

(o+1)c*u <0 oppure ((d0+dT5f yelu +a(co+c X )dTu }<0 ¢ quindi il problema P

ha, per la ii) del teorema 3.5, soluzione ottima; sotto queste ipotesi inoltre, per il
teorema 3.2, I’insieme delle soluziom ottime € convesso. ¢

Vediamo ora, quando P non ammette soluznom oftime, in quah cast 1’estremo
supenore & finito.

Teorema 3.7
Consideriamo il problema P e supponiamo che sia Sy~ ed L={.

i) Sef(x)<0 Vx&R allora supf(x) =0 Vo<-1 ¢ Vae(-1,0).
XER

ii) Se {x€R: f(x)>0}} allora supf(x) =+ Vo0 ¢ Va(-1,0).
XER

T .
i) Se a=-1 allora supf(x)= Tus , con u, definita in (2.3).
XER d Ug

Dim Per il teorema 3 4 se Sp=@ allora si ha sup f(x)= Iim f(X+tu,), dover ¢la

{—>400

semiretta di L* definita in (2.3); Ia restrizione della funzione obiettivo f lungo

essa & g(t)=(c X +tc u ) (d +d"C +1d ).

i) Se f(x)sO VxER deve risultare necessatiamente (c0+c ‘XS)SO el <0 con

(cy+c e Jec u non s;multaneamente nulli (altrimenti il problema ha soluzione

oitima per il teorema 3.5), per cui si ha supf(x)= lim g(t)=0 Vo<-1e¢ VaE(~1,0),
XER >+

tenuto conto che per a&(-1,0) non pud essere (a+1)cTu <0, altrimenti il

problema avrebbe soluzione ottima per il tcorema 3.5, per cui deve necessaria-

[ O R, W e nT " o rwnr i A T#' %



I quattro vertici risultano quindi ottimi locali rispetto ad L* e, come abbiamo gia
detto, sono punti di ottimo locale per il problema P; risultando inoltre f(X )= - %

f(X,)= - ;;gg fX,)=- ?gg , f(X,)=0, abbiamo che il punto di massimo globale

rispetto ad I.*, e quindi per il teorema 3.1 il punto di massimo globa]e del
problema P, & X, con {(X,)=0.

§4. Condizioni di ottimalita
Vediamo adesso come gli insiemi S, ed S, , introdotti in §2, ci permettono di

ottenere risultati fondamentali per la determinazione di condizioni di ottimalita
per il problema P.

Teorema 4.1
Sia x*=(x,,0)ER un vertice soluzione ottima di livello per il problema P, si

consideri un elemento XES,NR, con i€D™UD’, e si ponga E=d d'x.

Condizione sufficiente affinché X sia un punto di massimo locale/globale
rispetto alla regione {yER: d0+dTy€E[E, Epl} € che X sia un punto di massuno
locale/globale rispetto all’insieme {y&S;: d0+dTyE[§ Evil}

Dim Poiché x* & una soluzione ottima di livello per il problema P allora ogni
punto XES, tale che d,+d"%>0 & una soluzione ottima di livello rispetto ad § ,

ne consegue quindi che, essendo X punto di massimo locale/globale rispetto
all’insieme {yES;: d+d"yE[E, &I}, X & punto di massimo Jocale/globale nspetto

alla regione {y€S;: d;+d"yEIE, &\ [}2{yER: d+d"yeTE, EM]} ' e

In modo analogo possiamo dimostrare che una condizione sufficiente affinché
% sia un massimo locale/globale per la regione {y€R: d +d"yE[g , ]} & che X

sia un massimo locale/globale per I'insieme {y€S;: d+d"ye[E, , E]}.
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Teorema 4.2
Un vertice x*=(x5,0)&R & un punto di oftimo locale per il problema P se¢ ¢ solo -

se & una soluzione ottima di livello per P ed & un punto di ottimo locale rispetto
agli spigoli ammissibili ;MR con iED*UD".

Dim La necessarietd & banale; la sufficienza segue dal precedente teorema 4.1
osservando che, posto E=dy+dTx*, per le ipotesi x* & di ottimo locale per le

regioni {yER: d0+dTyE[Em, El} e {yveRk: d0+dTyE[§, Emlt- ) L 4

Teorenia 4.3
Sia x*=(x5,0)ER un vertice soluzione ottima di llvcllo per il problema P e si

consideri un elemento X=S,NR, con iED*UD, tale che E=d+d XE(E,, &)
Condizione sufficiente affinché X sia un punto di massimo globale per' il
problema P & che sia un punto di massimo locale rispetto all’insieme
{yeS;: do"‘dTYe@m &}
'Dlm Sia g(xN(l))—(c 0+CN(1)XN(1))(HO+dN(x)xN(n)a la restrizione nspctto all’insieme
{y€S;: d0+dTyE[§m, &1} della funzione T, relativa a P e consideriamo la sua
derivata: '

&' (X =g+ X)) ™ (@B ey 0T )+ 1T gy B Xy @D
Poiché per ipotesi (dy+dy Xyq,)>0 per ogni xE{yES;: d+d"yE(E . E\p}
abbiamo, vista la struttura della 'g‘(xN(i)), che se X & un punto di massimo locale
rispetto all’insieme {y&S;: d,+d yE(E,m Eyp)} € anche necessariamente un punto
~ di massimo globale rispetto all’insieme {y€S;: d0+dTyE[E_,m EM]} ¢ quindi, per il
teorema 4.1, € un punto di massimo globale per P. *

Osservazione 4.1

Il teorema precedente fornisce una interessante propneté del problema P: nel
caso in cui un punto X interno ad uno spigolo ammissibile di soluzioni ottime di
livello §;MR, con iED*UD, sia di massimo locale rispetto ad SR allora esso &

anche un punto di massimo globale ¢ di conseguenza ogni altro punto di

massimo locale, avente valore della funzione obiettivo inferiore, deve
necessariamente essere un vertice della regione ammissibile R.

Con riferimento al problema P ed alla (4.1) consideriamo i seguenti vettori:
Y=(d, T\ FoC ,dIERTT ¢ BER™M tale che &, =0+ 1)E g VIE(L....n-m}.
Una tale simbologia si rivelera particolarmente utile nel determinare alcune
condizioni di ottimaliti che saranno utilizzate nel §5 per stabilire un algoritmo
simplex-like. '
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It seguente risultato generalizza quello presentato in {3, 5, 9] relativo ad un
problema di programmazione lineare frazionaria, problema che coincide con il =
problema P nel caso in cui sia o=-1.

Teorema 4.4 :
Un vertice x*=(x5,0)ER ¢ un punto di ottimo locale per il problema P se € solo

se ¢ una soluzione ottima di livello per P che verifica la seguente condizione:
¥;=0 ViED'UD" e 8,<0 per ogni indice i€ED™UD" tale che y,=0.
Dim Per il teorema 4.2 ¢ sufficiente dimostrare che x* & un punto di ottimo
locale rispetto agli spigoli ammissibili 5;NR con iI€EDTUD" se e solo se v;<0
ViED'UD e 8,<0 per ogni indice iED*UD tale che y,=0. _
Sia g(xN(i))zz(EO+EN(i)xN(i))(30+3N(i)xN(i))“ la restrizione rispetto ad uno spigolo
ammissibile S;NR della funzione T, relativa a P ; essendo per ipotesi
@y + 8y %na)>0 VX, ES,NR, la funzione g & banalmente di classe C*(S;NR)
ed in particolare risulta g'(xN(i))=(30+3N('i)xN(i))'°-“1_(yi-l-ﬁixN(i)); di conseguenza x*
¢ di ottimo locale rispetto ad S;MNR se e solo se ;<0 (ovvero g'(0)<0) e 6,<0 nel
caso in cui sia y;=0. | . _ L 2

Teorema 4.5 .
Condizione sufficiente affinché un vertice x¥=(x;,0)ER sia un punto di ottimo

globale per il problema P & che sia una soluzione ottima di livello basica per P e
valga la condizione v,=0 e 8,<0 per almeno un indice iED*UD".

Dim Sia g(Xy;))=(C 5+ Tning (ot OygyXng)™ 1a restrizione rispetto all’insieme
{y€S;: d,+d"y€E[E,, &/} della funzione T, relativa a P e considetiamo la sua
derivata g'(Xy)=(do+dyXng)™ i+ Xn)-

Poiché le ipotesi, vista la struttura della g'(xy,,), implicano che x* & un punto di
massimo globale rispetto all’insieme {yES;: dy+d"yEI[E,,, E\/1} segue, per il
teorema 4.1, che x* & un punto di massimo globale per P. R 4

Teorema 4.6 _
Sia x*=(x5,0)ER un vertice soluzione ottima di livello rispetto ad R e

consideriamo uno spigolo ammissibile S,MR, con i€D*UD".
i) Se risulta y,=8,=0 allora ogni punto X&S,NR & una soluzione ottima per P.

ii) Se risulta y;>0, §<0 ed il punto XES,; tale che Xy,= :g—l & ammissibile per P
: 1

allora X ¢ una soluzione ottima per P.
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Dim Sia g(Xy;)=(C o+ Xne) Dot Gugykng)” 1a restrizione rispetto all’insieme
{y€S;: d,+d"yE[E,,, E\yI} della funzione T, relativa a P e consideriamo la sua
derivata g'(Xy)=(@y+ Ay Xng) ™ G+ Xng)-

Se v,=8=0 la funzione obiettivo & costante sullo spigolo ammissibile 5;NR che
risulta cosi essere composto da ottimi globali per il problema grazie al teorema

4.5; se invece y;>0, 3;<0 ed X, = -"011' allora il punto X & di massimo locale
1

rispetto all’insieme {y€S;: d+d'yE(E,, &)} e quindi, per il teorema 4.3, & una
soluzione ottima per P. R

Teorema 4.7
Condizione sufficiente affinché un vertice x*=(x;,0)ER, appartenente al livello

gzd0+de*, sia di ottimo globale rispetto alla regione {yER: d0+dTyE[’§, Envil) &
che sia una soluzione ottima di livello basica per P e valga la condizione:

v;<0 e 8,<0 oppure ¥;<0 €8>0 con HM (T +T X )+ Xngy)*<Cody
ANy T+

per almeno un indice i€D™.

Dim Analogamente al teorema precedente abbiamo che le ipotesi garantiscono

I’ottimalita globale di x* rispetto all’insieme {y&S;: d0+dTyE[§, Eyvil} € quindi

per il tcorema 4.1 la sua ottimalita globale rispetio a {yER: d0+dTy€[‘§, Euly. ¢

E’ ovviamente possibile provare un teorema analogo al precedente nel quale si
fornisca una condizione sufficiente per I’ottimalitd globale di un vertice X*€R
rispetto alla regione {ycR: d0+dTyE[Em, E]} tramite 1’analisi di un indice icD.
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§8. Algoritmo risolutivo

Siamo adesso in grado di stabilire., tenuto conto delle condizioni di ottimalit
determinate nel precedente paragrafo, un metodo sequenziale per la risoluzione
del problema P; in tale algoritmo verrd inoltre utilizzata [’eventuale
pseudo-concavita della funzione obiettivo nell’insieme {x€R; f(x)z0}.

. T
“passo 1. determinare una soluzione ottima X, del problema lineare { min )({de‘)ad X)

e, posto & :=(d+d'X,), determinare, se esiste, un vertice ottimo X, del

problema lineare Pg_ ; se tale soluzione non esiste allora L=@ e

sup f(X) =+ stop, altrimenti porre j:=1 ed X g =%, 5 8¢ o<-1 oppure o>0
XER
e risulta f(i )20 aliora, per la pseudo-concavita della funzlone obiettivo,

X, & una soiuzxone ottima globale stop , altrimenti andare al passo 2.

passo 2: determinare I'insieme di indici D relativo alla soluzione ottima di
livello basica X; ; se D*=( allora non esistono livelli ammissibili
maggiori ¢ qumdl un ottimo globale per P ¢ X, siop, altnmentl scelto
un qualsiasi indice kKED" determinare y, e 8, .

Se y,=0 e 8,<0 allora X; & una soluzione ottima globale per P ¢ quindi
porre )_(g:='ij stop .

Se y,<0 e >0 allora X; & un ottimo locale per P; se a<-1 oppure o>0e
risulta f(X;)=0 allora, per la pseudo-concavita della funzione obiettivo,
X; & una soluzione ottima globale per P ¢ quindi porre X,:=X; stop ,
altrimenti andare al passo 4.

Se y,=0 e 8,>0 oppure y, >0 e 5,20 andare al passo 3.

Se 1,>0 e 8, <0 calcolare il punto XESy tale che Xyyy= -gf; se X ¢

ammissibile per P allora ¢ una soluzione ottima globale per P e quindi
porre X,:=X stop , altrimenti andare al passo 3.

Se y,<0 e 8,<0C allora X i ¢ di ottimo globale per tutti i punti ammissibili
appartenenti a livelli maggiori ed inoltre € un ottimo locale per P; se
risulta f(ﬁj)>f(ig) porre X,:=%; ; una soluzione ottima globale & X, Stop .
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passo 3. Determinare tramite una operazione perno il vertice Kisis S€ esiste,
adiacente ad X lungo lo spigolo ammissibile S,;NR composto da
soluzioni ottime d1 livello per P.
Se tale vertice esiste allora porre ji=j+1 e ripetere il passo 2, altrimentt
abblamo trovato la semiretta r, e qumdl calcolato il valore s= sup{(x),

XETg

se s>f(§t ) allora il problema non ammette soluzlone ottima ed il suo
estremo superiore & s stop , altrimenti una soluzione ottima é_?i top .

passo 4 (salto): Se risulta f(xj)>f(3t ) porre X =% 5 .
Sia r={xER": x=X;+tu; con =0 ¢ ueiﬁn} la semiretta contenente lo
sp1g010 ammissibile S, MR e sia g(t)*(co-i-cTX +tc u, )(d0+d X +td'n, )“ la |

restrizione della funzione obiettivo f lungo essa. _
Se r-=SkﬂR abbiamo trovato la semiretta r, ¢ quindi, calcolato il valore -

s=supf(x)= hm g(t), se s>f(’ii ) il problema non ammette soluzxonl
XErg {—=4-00

ottime globali ed il suo estremo superiore & s stop , altrlmentx una
soluzione ottima ¢ X, stop . '

Se r#:SkﬂR dctermmarc, se c31ste, I’unico valore reale T>0 talc che
g(t )=f(’xg), se tale valore non esiste allora una soluzione ottima
globale & X, stop, altrimenti se X; +tu, GSth determinare tramite una
operazione perno il vertice X, , adlacente ad X X; lungo lo splgolo SR,
porre j:=j+1 ¢ ripetere il passo 2, se invece X+tu L-ESkﬂR porre
&=d,+d'x;+Td"u; e determinare, se esiste, un vertice ottimo X;,, del

' problema lineare Pg ; se tale soluzione non esiste allora una soluzione
ottima globale & X, stop, altrimenti aggiungere al problema il vincolo

d+d"x=E , porre j:=j+1 ed andare al passo 2.

Convergenza dell’algoritmo

Il metodo sequenziale proposto genera vertici distinti di L* oppure punti
appartenenti a spigoli di L* (ogni qual volta viene eseguita una procedura di
salto) in numero complessivo non superiore al numero dei vertici di L*.

La convergenza del metodo segue quindi dal fatto che il numero dei vertici & -
finito.
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Aggendice A. Concavita generalizzata della lfunzione obiettivo

Per ragioni di completezza forniamo in questa appendice una dimostrazione
~ formale della concavita generalizzata della funzione obiettivo f.

A tal fine utilizzeremo un procedimento analogo a quello proposto in [1, 11],
sfrutteremo cio¢ un teorema di composizione che permette di limitare lo studio
della concavita generalizzata ad una funzione pii semplice di quella di partenza.
Data la particolare struttura della funzione obiettivo, dimostriamo dlrettamente
“anche il teorema di composizione:

Teorema A.1
Consideriamo 1a funzione a valori reali g(y,.....y,,):D~>®, con DCR™ insieme
convesso e siano poi ¢;:C—NR 1=1,...,m, con CCR" insieme convesso, funzioni
lineari tali che, indicando con ®=(¢,,....$.). ®(C)ED. Se la funzione g &
- pseudo-concava! allora la funzione f(x)=g(P), f:C—NR, & pscudo-conéava.
Dim Siano x,yEC e sia A&(0,1) un valore reale; per la linearita delle funzioni
¢;:C—>R i=1,...,m, abbiamo che ¢,(Ax+(1- -WY)=Ai(x)+(1-M);(y) e quindi che
g(‘DO»X+(1~7&)Y))—g(?»¢(X)+(1-?»)'EI)(Y)) Vx.y&C, VAE(0,1) .
Essendo la funzione g pseudo-concava, la condizione g(®(y))>g(®(x)) implica
gD (X)+(1-M2(y)zg(P(x)+A1-Mk(P(x),2(y)) VO (x),2(y)ED, YAS(0,1),
dove k:DxD—R ¢ una funzione positiva dipendente solo da ®(x) ¢ D(y).

La funzione k":.CxC—R, definita come k'(x,y)=k(®P(x),P(y)), & quindi a sua -
~ volta positiva e dipendente solo da x ed y; grazie alla (*) otteniamo percid che
g(@(y)>g(P(x)) implica g(PAx+(1-A)y)zg(@(x))+A(1- h)k'(x,y) VxyeC,
VAEW0,D e qu1nd1 che la funzione f & pseudo concava., ¢

Nel caso in cui & a=-1 & possibile determinare per la funzione obiettivo
particolari proprieth, studiamo quindi questo caso a parte:

1Una funzione reale f:C—R, con CCR" insieme convesso, ¢ detta pseudo-concava (pcv) se per ogni

X,yEC la condizione f(y)>f(x) implica che f(Ay+(1-Mx)=f CO+M1-MEX.¥) VAE(0,1), dove E(x,y)=0 2 |
una funzione positiva non dipendente da A ma soltanto da x ed y, & invece detta strettamente

psendo-concava (s.pcv) se per ogni X,y&C, con x#y, la condizione f(y)=f(x) implica che

f(?nyal-(I-L)k)zf(x)+M1—K)§(x,y) VAE(0,1), sempre con E(x,y) funzione positiva.

Banalmente una funzione strettamente pseudo-concava & anche psendo-concava, infine ricordiamo che una

funzione f & detta pseudo-convessa (pcx) o strettamente pseudo-convessa (s.pex) se la funzione -f &

rispettivamente pseudo-concava o strettamente pseudo-concava,
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Proprieta A.1

La funzione g(yl,yz)_ 71 , definita sull’insieme convesso D—{(yl,yz)eﬂ‘t y2>0}
é sia pseudo-concava che pseudo-convessa su D.

Dim La funzione g(yl,yz)-—-—% ¢ di ciasse C*(D) ed in particolare 'risulta
0 -y
Y2 2yy |
Posto vm[ v; ] otteniamo VTVzg(yI,yz)v~—-( -2y,V Vat+2y 1V, )-—(ylvz—yzvl),

Vewy)= 3] ) | edinoloe Vgty)= 5|

poiché la matrice V? £(y;»¥,) non risulta dcfimta in segno la funmone £(y1:¥o)
non ¢ né concava né convessa, studiamone qu1nd1 la pseudo -concavita?

2
. {VI +v,2=1

Vi 24+v,2=]
v v-l 1772
YaVi=Y1Va

ponendo { TVg(yl,yg)—-O e quindi —(YZV Y vo)=0 da cui

ne consegue quindi che vTV? g(yl,yz)v=0 per cui, per verificare una eventuale

. +tv
pseudo-concavita, dobbiamo studiare la funzione h(t)%%_—:[vl- in t=0.
_ vRR)
V (¥ok V)=V, (Y, 4tV V VotV V-V, ¥, -tV V .
Poiché risulta = L0V VYV Y, g
' (Yo +tv,) (yy+tvy)
t=0 la funzione h(t) ha sia un massimo che un minimo locale ¢ di conseguenza la
funzione g(y,,y,) ¢ sia pseudo-concava che pseudo-convessa. L 2

Proprieti A.2 :
La funzione g(yl,yz)—y1y2 , con a reale 020,-1 , definita sull insieme convesso

D={(y,y)ER% y,20 e y,>0} risuita pseudo-concava se a<-1 od a>0 e
pseudo-convessa se -1<a<0. ' _
Dim La funzione g(y,,y,)=y,y,* ¢di classe C™(D) ed in particolare risulta

2[0 Y2 }

[ ¥ (@-1)y,

[ Y . ;
Vg(yl,y2)=y2“ 1 '.[ a)gl ] ed inoltre Vzg(yl,yz)zayza

Zper dimostrare la pseudo-concavita di una funzione & utile usare il seguente teorema [Schaible]:

Sia g una funzione differenziabile due volte con continuith sull'insieme aperto convesso CCR™ la

funzione g & [streitamente] pseudo-ooncava see solo se VXEC e WERD tale che v'Tv*-l e vTVg(x)=0
Ty2 T2 '

abbiamo v~ V*g(x)v<0 oppure v 2(x)v=0 e la funzione h(t)=g(x+tv) ha un massimo locale
[stretto] in t=0. '
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Posto v=[ :;] otteniamo VT_V’Zg(yl,yz)v.z-sqtyzc“2 (2y2V1v2+(a—1)y1v22);-poiché
la matrice Vzg(yl,yz) non risulta definita in segno la funzione g(y;.y,) non & né

concava né convessa, studiamone quindi la pseudo-concavitd, inizialmente

_ Ty=1
nell’insieme convesso {(y;,y,)&D: y;>0}, ponendo {VTVE(;I,yZFO '

- 2
v 2 e
o 2 oly ey
Poiché nsultaﬁ P abbiamo che:
: ¥q
Vlzz"—_'.’z'
. %y P4y,
-a(a+Dg(y,yo) .
Ve vy, o Dyyi)= = st a funzione

- g(y,,¥,) risulta cosi in {(y,.y,)&D: y1>0} strettamente pseudo-convessa (anzi,
fortemente pseudo-convessa3) per -l1<o<( e strettamente pseudo-concava per
o<-1 ed o>0. Grazie a questi risultati, per dimostrare le propriet& della g(y,.y,)

nell’insieme D ci basta osservare che
a) per a<-1, a>0 prendendo due elementi z,y=0 appartenentl a D, tali che

a
yl‘—o < Zl>0, g(ZpZz)>g(0,Y2) n:nphca (z-y) Vg(YpYz)'“[zpzz'“YQ]{ 0 ]>0

e quindi Ia funzione & pscudo-concava.
b) per -1<a<0 prendendo due elementi z,y>=0 appartenenti a D, tali che y,=0

e z,>0, g(2,,2,)>g(0,y,) implica (z-y) Vg(z,,2,)>0 e quindi la funzione ¢
pseudo-convessa;

difatti (zfy)TVg(z]_,22)=[zl,z2—y2] Z,>" 1 lr oz, ] =z122“’1(zz+a(zz-y2)) e per

ipotesi z,>0, z,>0 ed inoltre, essendo 1<0:<0 anche z,+0(z,-y,)>0:
- per ,5y, : a{z,-y,)20 e quindi z,+0(Z,-y,)>0;
- per 2,>y, : (a+1)z,>(a+1)y, e quindi z,+0(z,- yz)_(a+1)zzuozy2>y2>0 ¢

3sia g una funzione differenziabile due volte con continuita sullinsieme aperto convesso CCR™; la
funzione g & fortemente pseudo-concava se e solo se VxEC e YWweER" tale che viv=1 e VTVg(x)=0
abbiamo vTvzg(x)v-:O, ¢ invece detta fortemente pseudo-convessa se -g & fortemente pseudo-conca\?a.
4Sia CCHR" un insieme aperto convesso. La funzione differenziabile f:C—=R risulta pseudo-concava se e

solo sc per ogni X,yEC la condizione f(y)=f(x) implica che (y—x)TVf (x)=0.
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Osserviamo che in D:{(yl,yZ)Efﬁzz ¥,20 ¢ y,>0} la funzione g(y;.y,)=yy,*
non & né strettamente quasi-concava’ né strettamente quasi-convessa, ad

esempio [‘2’]¢[?] ¢ 2(02)=g(0,1) ma g(l[g]+(1—l)[(1}])=0=g(0,1)=g(0,2).

Teorema A.2 . _
La funzione obiettivo f del problema P & di classe C*(R) ed inoltre risulta per
=0,-1 sia pseudo-concava (pcv) che pseudo-convessa (pcx) su tutto R mentre
' per 00,-1: _ '
| | {XER: f(x)<0} | {xER: f(x)=0}
~l<o=<l) pcv | pex

o<~1, 00 pex - pev

Dim . Essendo (d0+de)>O VxER la funzione obiettivo f & banalmente di classe

C®(R); il teorema segue quindi dal teorema di composizione A.1 e dalle proprieta
~ A.1 peril caso o=-1 e A.2 per il caso a#0,-1 ({x€R: f(x)=0}={xER: £(x)=0}),
ricordando che per 0=0 la funzione f & lineare. ‘ L 4

5Una funzione reale f:C—®R, con CCR" insieme convesso, & detta strettamente quasi-concava (s.qcv) se
per ogni x,y&C, con x=y, la condizione f(y)=f(x) implica che FlAy+(1-M)x)>f(x) YAE(0,1), & invece detta
- strettamente quasi-convessa (s.qcx) se la funzione -f & strettamente quasi-concava. Ricordiamo che non

. csiste alcuna relazione diretta tra le funzioni pseudo-concave e quelle strettamente quasi-concave.
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