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§1. Introduzione

In questi ultimi anni, 1a concavitd generalizzata, introdotta da DeFinetti [12], Fenchel
[15], Arrow-Enthoven [1], & stata ed & tuttora oggetto di intensi studi; tale interesse &
stato stimolato dalle molteplici proprieta godute dalle funzioni concavo-
generalizzate che hanno rilevanti applicazioni soprattutto nel campo economico.

Lo studio condotto nella letteratura specialistica si & rivolto verso i problemi di
ottimizzazione scalare, aventi funzioni obiettivo e vincolari differenziabili ¢ non, e si
¢ concretizzato sia in rilevanti risultati teorici sia in interessanti aspetti algoritmici.
La generalizzazione e/o estensione della concavita generalizzata a problemi di
estremo vettoriale ¢ invece appena agli inizi.

Alcuni autori si sono limitati, in presenza di una funzione multiobiettivo, a
richiedere la concaviti generalizzata componente per componente; altri hanno invece
definito particolari funzioni concavo-generalizzate rispetto ad un cono C [20, 21, 23,
24j. =

Per raggiungere risultati significativi nel campo dell’ottimizzazione vettoriale .
sarebbe necessario, ed auspicabile, un quadro di riferimento generale, cosi come &



stato raggiunto nel caso scalare. In recenti studi [5, 10, 20, 21, 23, 24, 32] si & difatti
avvertita la neceésiti di adattare, al caso vettoriale, la definizione di certe funzioni
concavo-generalizzate secondo i fini specifici dei lavori; ne consegue un particolare
interesse ad un inquadramento teorico generale che possa costituire 1a base per future
linee di ricerca in vari campi dell’ottimizzazione vettoriale, '

Scopo di questa breve nota & quello di contribuire ad un tale inquadramento
attraverso I’analisi di tutte le possibili estensioni, al caso multiobiettivo, delle pilx
significative classi di funzioni concavo-generalizzate proposte nel caso scalare,
Partendo dall’osservazione che una disuguaglianza del tipo “>* 0 “<* nell’insieme dei
numeri reali pud essere interpretata, in uno spazio a pil dimensioni, sia come
I’appartenenza all’interno di un cono che come P’appartenenza ad un cono privato
dell’origine, si definiscono alcune classi di funzioni concavo-generalizzate a valori
vettoriali, includenti quelle proposte in [20, 21, 23, 24], che si dimostrano essere
distinte tra loro. | .
La pur breve analisi effettuata in questa nota evidenzia tuttavia una notevole
differenziazione di risultati tra il caso scalare e quello vetioriale. Ad esempio faremo
vedere che non & possibile estendere la proprieta per la quale la classe delle funzioni
semistrettamente quasi concave e semicontinue superiormente & contenuta in quella
delle funzioni quasi concave. |



§2. Funzioni concave vettoriali

Iniziamo ad individuare le possibili estensioni al caso vettoriale delle definizioni di
- funzioni concave! e strettamente concave?,

Osserviamo che utilizzeremo definizioni di tipo puntuale, concernenti quindi
relazioni tra i punti di un certo insieme ed un punto stabilito a priori; questo
approccio, proposto originariamente da Mangasarian [26] e ripreso recentemente da
altri autori (ad esempio [6, 22]), pefmette sia una maggiore generalitd che un piu
immediato utilizzo per la determinazione di condizioni di ottimalia locali.

- L’idea base di questo lavoro & quella di estendere al caso vettoriale le precedenti
definizioni utilizzando un cono chiuso C di vertice I’origine avente interno non
vuoto; in luogo della relazione “>” sar utilizzata 1'appartenenza al cono C, mentre la
relazione “>* sard sostitnita sia con I’appartenenza all’insieme C\{0} che con
I’appartenenza all’interno di C. | '

D’ora in avanti denoteremo con CcR™ yn cono chiuso di vertice I’origine ed avente
interno non vuoto, con C° il sottoinsieme C\{0} di C e con C* I’interno di C.

Consideriamo una funzione vettoriale £:S—R™M, con ScR" insieme stellato aperto di
vertice x, Diremo che: '

| -x%)- _f(x0 0
f & C-concava (C.cv) in x0 se { f_(xo"'MX ’;,3367‘('%{(1’;)5]({’; )S)E f&)+C .

0 -xM). (<0 0 0
e o | AL

f(xO+A(x-x%)-A(F(x)-F(x0))e F(x0)+C00 _

f& C¥-concava (C®.cv) in x° se { VAE(0,1) Vxe S xx0 ’

1Una funzione reale f: $—-R, con SR insieme stellato aperto di vertice x¥ sara detta concava {cv)inx0se 2
verificata la condizione f(x%+A(x-x0)-ME(x)-f{(x0)2f(x) VAe(0,1) Vxes§.

2Una funzione reale £:5—R, con ScR" insieme stellaio aperto di vertice x® sara detta strettamente concava
(s.cv) in x0 se & verificata Ia condizione f(xo;o-?»(x-xo))-l(f(x)-f(x°))>f(x0) Ve (0,1) Vxe 8, x=x0.



Le relazioni intercorrenti tra queste classi di funzioni sono rappresentate grafica-
mente nel seguente diagrammas3: | |

]Cfvl > C°.ci 5|C‘fﬁV[

Si osservi che nel caso scalare (m=1 e C=R*={xeN: x20}) le classi di funzioni
C%concave e C%-concave collassano nella classe delle funzioni strettamente concave,
mentre la classe delle funzioni C-concave corrisponde a quella delle funzioni
‘concave,

Segue quindi che la classe delle funzioni C-concave & distinta da quella delle funzioni
CO%-concave (basta considerare una funzione scalare liheare) che, a sua volta, risulta

distinta anche da quella delle funzioni C%-concave, come mostra il seguente esempio
2.1:

Esempio 2.1 |

Consideriamo la funzione f:R*—R2 con R+ insieme stellato aperto di vertice
Uorigine, definita come f(x)=(x,-x?) ed il cono* C=R2={ye RZ y20).

Questa funzione & C%concava nell’origine ma non C®-concava dal momento che
preso un qualsiasi reale x>0 abbiamo per ogni Ae(0,1) che f(Ax)-A(f(x))=
=(0,Ax*(1-\)) appartiene a C° ma nona C%,

311 simbolo o indica che 1a classe A & contenuta nella classe B,
4D’ora in avanti utilizzeremo per i vettori xe R™ le seguenti notazioni:
| x20: vettore non-negativo, eventualmente anche nullo (x;>0 Vi=l1,.,..m):
x20: vettore semipositivo, éioé non-negativo e non-nullo (x{20 Vi=1,....m con almeno una componente
positiva);
x>0: vettore positivo (x>0 Vi=1,.,.,m).
Denoteremo inoltre con R I'insieme dei vettori non-negativi di ™, con R"7\{0} I'insieme dei vetiori
semipositivi di R"™ e con R I'insieme dei vettori positivi di ®™.



La seguente proprietad permette di determinare, nel caso paretiano, vari esempi di
funzioni vettoriali appartenenti a queste classi:

~ Consideriamo una funzione vettoriale f:S—R™, con SCR" insieme stellato aperto di

vertice x°, tale che f(x)=(f,(x),...,£,,(x)) con fis....f,, funzioni concave ed il cono .

paretiano C=R{={ye R™: y20}. Risulta che: o

i} lafunzione f & C-concava; .

i) se almeno vuna funzione f., ie {1,...m}, & strettamente concava allora la funzione
f & CO-concava; ' .

ili) “se tutte le funzioni fl,...,fml sono strettamente concave allora Ia funzione f &
C%_concava. '

Dim Segue in modo ovvio dalle definizioni ¢ dalla particolare struttura di C. ¢



§3. Funzioni quasi-concave vettoriali

Prima di fornire una possibile estensione al caso vettoriale delle definizioni di

funzioni quasi-concave’ considereremo 1a seguente particolare classe di funzioni
scalari quasi-concave: ‘ '

Consideriamo una funzione reale f:S—%t » con SCR" insieme stellato aperto di
vertice x°. La funzione f sard detta quasi-concava generalizzata (g.qcv) in x° se &

verificata la condizione f(x)>f(x?) = fxO+A(x-x%))2f(x%) VAe (0,1) Vxe S.

Tale classe non riveste particolare importanza nel caso non puntuale in quanto la sola
continuitd della funzione ne implica il collassamento con la classe delle funzioni

quasi-concave. Cid non accade invece nel caso puntuale, come mostrano i seguenti |
esempi 3.1 e 3.2 nei quali consideriamo due funzioni, di cui una continua, che

risultano quasi-concave generalizzate ma non quasi-concave,

Esempio 3.1

Sia f:R—R una funzione non continua in R definita nel seguente modo:
IxI per -1<x<1

-2-x  per -2<x<-1 _

-2+x  per 1sx<2
0 per x<-2 ed x>2

essa & quasi-concava generalizzata in x°=0 ma non & quasi-concava in x9=0 poiché
per per x<-2 oppure x>2 f(x)=f(0) non implica che f(Ax)=f(0).

f(x)=

5Consideriamo una funzione reale £:5—%R, con ScR™ insieme stellato aperto di vertice x0, Diremo che:

f & quasi-concava (gev) in %0 se f(x)2f(x%) = fxO+Ax-x)f(x0) VAe (0,1) VxeS§; :

f & strettamente quasi-concava (s.qcv) in x se f(x)26(x%) = FxO+A(x-x0))>F(x0) Ve (0,1) Vxe S, x#x0;
f& semistrettamente quasi-concava (ss.qcv) in x° se Ex)>1(x0) = (xMx-x0)>E(x0) VAe(0,1) VxeS.



Sia f:R—R una funzione continua in N definita nel seguente modo:

-Ix| per -1<x<1

-2-x  per -2<x<-1 .

-24x  per 1<x<2 ’
0 per x<-2ed x>2

~ che non & quasi-concava in x%=0 ma & quasi-concava generalizzata in x°=0 dal
- momento che la condizione f(x)>f(0) non & mai verificata.

f(x)=

Vediamo adesso come, seguendo I’approccio menzionato nel paragrafo 2, sia
possibile estendere al caso vettoriale le definizioni di funzione quasi-concava,
semistrettamente quasi-concava, strettamente quasi-concava e quasi-concava
generalizzata,

Le definizioni di seguito riportate pei'metteranno di individuare nove classi di
funzioni vettoriali concavo-generalizzate, ognuna delle quali, come mostrato nei
successivi esempi, risulta distinta dalle altre.

Consideriamo una funzione vettoriale f :S—R™M, con SCR™ insieme stellato aperto di
vertice x0, Diremo che:

- & (C,C) quasi-concava in x° f(x)e f(x2)+C = f(xO+A(x-x%))e f(x0+C
((C,C).qev) € { VAe(0,1) Yxe$S ’

L]

f & (C°C) quasi-concava in x° { f(x)e f(x°)+C0 = F(xO+A(x-x%))e f(x0)+C .
((C%C).qcv) se YAe(0,1) Vxe§ :

fe& (Co%,C) quasi-conc'ava in x©° f(x)e f(x%)+C00 = f(x%4+A(x-x%)e f(x%)+C _
| (C®,C).qev) se { VAe(0,1) VxeS ’

f ¢ (C,CY quasi-concava in x° { f(x)e f(x?)+C = f(xO+A(x-x0))e F(x0)+CO _
((C,C%.gcv) s - VAe(0,1) Vxe S x#x° g

f & (C%C9% quasi-concava in x° { f(x)e f(x%)+C0 = f(xO+A(x-x0))e f(x0)+CO )
((C°,CY).qev) se Ve (0,1) Vxe§ ;



f & (C%,C°% quasi-concava in x° f(x)e f(xH+CP® = f(xO+A(x-x0))e f(x0)+CO
(C%,CY.qev) 5 { VAe(0,1) VxeS R

f & (C,C%) quasi-concava in x? { f(x)e f(x)+C = f(xO+A(x-x0))e f(x0)+C00 _
((C,C%).qev) se VAie(0,1) VxeS x#x? ’

f & (C°,C00) guaSi-concava in x0 { f(x)e f(x%+CO = f(x0+A(x-x%))e f(x9)+C00 ]
((CO,C%) gev) se VYAe(0,1) Vxe S )

f & (C%,C%) quasi-concava in x° { f(x)e f(x0)+C00 = f(xO+A(x-x%))e f(x0)+C00
((C%,C%) gev) 5¢ VAe(0,1) VxeS |

Le relazioni intercorrenti tra queste classi di funzioni, che seguono direttamente
dalle definizioni date, sono rappresentate graficamente nel seguente diagramma:

(CO,0).qev] | 51 [(CO,C0.qev] > (C®,C9% qcv

U > >

(C%0).qev| o (C%C%.qev] o .(CO,COO).qCV['
g 9] e

._(C,C).qcvlr of [(CC%gev| > [(C,Cm).qcv

Osserviamo che nel caso scalare le classi (C®,CO0).qev, (C%®,C%).qev, (CO,C0).q¢cv e
(C%C™).qev collassano nella classe delle funzioni semistrettamente quasi-concave, le
classi (C,C%.qev e (C,C%).gev collassano in quella delle funzioni strettamente
quasi-concave mentre le classi (C®,C).qcv e (C°%C).qev collassano in quella delle
funzioni quasi-concave generalizzate. |

Gli esempi successivi mostreranno che le inclusioni tra le varie classi di funzioni

quasi-concave sono proprie. Piil precisamente: -

- Pesempio 3.3 mostra che si ha inclusione propria tra le classi di funzioni: (C%,C) -
quasi-concava e (C%C) quasi-concava; (C™,C% quasi-concava e (C2,C0) quasi-
concava; (C%,C00) QUasi-concava e (CO;COO) quasi-concava; |



I’esempio 3.4 mostra che si ha inclusione propria tra le classi di funzioni: (C°,C)
quasi-concava e (C,C) quasi-concava; (C0,C0) quasi-concava e (C,C% quasi-
concava; (C%C%) quasi-concava e (C,C®) quasi-concava; _ :

- - P’esempio 3.5 mostra che si ha inclusione propria tra le classi di funzioni: (C®.C) -
quasi-concava e (C%,C°% quasi-concava; (C°,C) quasi-concava e (C9,C0) quasi-
concava; (C,C) quasi-concava e (C,C°) quasi-concava; |

- Desempio 3.6 mostra che si ha inclusione propria tra le classi di funzioni:
(C%,C%0) guasi-concava e (C%C%) quasi-concava: (C°CO% quasi-concava e
(CO,COO) quasi-concava; (C,C% quasi-concava e (C,C%) quasi-concava;

- P'esempio 3.7 mostra che si ha inclusione propria tra Ie classi di funzioni: (C%,CY

quasi-concava e (C®,C%) quasi-concava: (C®,CO quasi-concava e (C?,C0) quasi-

concava; (C°,C) quasi-concava e (C%C®% quasi-concava; (C,C) quasi-concava e

(C.,C% quasi-concava. |

Esempio 3.3

Sia f:R - R2 una funzione definita come f(x)=(-x(x-1)%,x) e sia inoltre
C=RE={ye R y20}. Nel punto x°=0 la funzione f & (C%,C®) quasi-concava, dal
momento che non esiste alcun reale x tale che f(x)e C% ovvero tale che f(x)>0
(poiché 'per x>0 risulta -x(x-1)?<0), ma non & (C%C) quasi-concava in x0=0, dal
momento che per x=1 si ha f(1)=(0,1)e C® ma per ogni Ae (0,1) risulta
f)=(-MA-1)20)eC. Ne consegue che la funzione f in x°=0 & sia (C%,C9) quasi-
concava che (C®,C) quasi-concava ma non & né (C°%CY quasi-concava né (CO,C%)
- quasi-concava, '

E o 3.4 |
Sia f:R—R? una funzione tale che f(x)=(g(x),-g(x)), dove g:R—R & definita come
0 perx=0 '

=) o _R2_ 2.
g(x)= xseni per xz20 * ©ia inoltre C=Ri={ye R%: y20).
Essa & (C0,C00) quasi-concava in x%=0, dal momento che non esiste alcun reale x tale
che f(x)e CO (ovvero tale che f(x)>0), ma non ¢ (C,C) quasi-concava in x°=0, dal
momento che per ogni reale x£0 tale che f(x)e C (ovvero tale che f(x)=0) non &
verificata la relazione f(Ax)e C Ve (0,1).



Ne consegue che la funzione f in x%=0 2 gia (C%,CY quasi-concava che (C°,C) quasi-
concava ma non & né (C,C% quasi-concava né (C,C%) quasi-concava.

Esempig 3.5 |
Sia f:R—NR2 una funzione tale che f(x)=(g(x).g(x)), dove g:R—R & definita come

g(x)= IE(IX-SH-X-S): { x(—)S 5:: );22 con 8>0, e sia C=Ri={ye R2: y20}.

Essa & (C,C) quasi-concava in x%=0, dal momento che per ogni reale x risulta
f(x)e C, ma non & (C%,C quasi-concava in x%=0, poiché per ogni reale x>8 risulta
f(x)>0 (ovvero f(x)e C% ma per A< g<1 si ha f(?Lx):(0,0)g CO, |

Ne consegue che la funzione f in x°=0 & sia (C%C) quasi-concava che (C™,C) quasi-

concava ma non & né (C%,C% quasi-concava né (C,CY quasi-concava.
Esempio 3.6

Sia £:R2—>R?2 definita come f(x.x)=(x1,x)) € sia C=R 3={ye R2: y=20}.
Nel punto x°=(0,0) Ia funzione f & sia (C%,C%) quasi-concava, dal momento che per
ogni (xy,X,) tale che f(x,x,)>0 si ha f(Ax;,Ax,)>0, che (C,C0) quasi-concava (e
quindi (C%C° quasi-concava), dal momento che per ogni (x,,%,)#(0,0) tale che
f(x,,x,)20 si ha f(Ax,,Ax,)>0, ma non & (C%,C%) quasi-concava (e quindi non & -
(C.C%) quasi-concava), poiché risulta £(0,1)=(0,1)e C® ma £(0,A)=(0,\)e C%,

Esempio 3.7 |
Sia f:R2—3R2 una funzione definita come (xy,%,)=( %(Ix1—5I+x1—8),x2), con 8>0, e

sia C=R%={ye R2: y20}. Nel punto x°=(0,0) la funzione f & sia (C,C0) quasi-
concava, dal momento che per ogni (x,,x,) tale che f(x;,%,)>0 si ha f(Ax,,\x,)20,

che (C,C) quasi-concava (e quiﬁdi (CO,0) quasi-concava), dal momento che per ogni
(x4,X,) tale che f(x,,%,) 20 (ovvero tale che X,20) si ha f(Ax;,Ax,)20, ma non & né
(C%,C%% guasi-concava, poiché per ogni x,>0 e x; >3 risulta f(x, X2)>0 (ovvero

f(x;,X,)€ C%) ma per A< x§<1 si ha f(Ax | ,Ax,)=(0,Ax,)e C%, né (C%C% quasi-
. .

concava, poiché per ogni x,=0 ¢ x,> risulta f(x,,x,)e C° ma per A< ";i <1 si ha

. 1
f(Ax ,Ax,)=(0,0) CP.
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