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1. Introduzione e Preliminari

La programmazione multiobiettivo, detta anche programmazione
vettoriale, data la sua origine storica nel 1896 quando l'economista Pareto
in [15] introdusse il concetto di soluzione di compromesso.

Solo negli anni '50, dopo la pubblicazione dei lavori di Kuhn e Tucker
[10] e di Deubreu [7], l'ottimizzazione vettoriale e' stata riconosciuta
come disciplina matematica. Nell'ultimo trentennio, parallelamente
all'avvento dei calcolatori, la programmazione multiobiettivo ha avuto un
rapido sviluppo dovuto anche all'esigenza di descrivere problemi reali nei
quali la complessita' delle tematiche trattate porta necessariamente a
considerare, nel processo di ottimizzazione, vari obiettivi generalmente
in conflitto tra di loro. Cosi' ad esempio in un problema di selezione del
portafoglio ¢' naturale considerare come obiettivi 1a massimizzazione del
profitto e dei dividendi e, al tempo stesso, la minimizzazione del rischio
di investimento e degli scostamenti da certi fini prefissati.

Sono disponibili oggi molti testi sull'ottimizzazione vettoriale, quasi tutti
orientati alle applicazioni (Multicriteria Decision Making); pochi di essi
offrono uno studio sistematico degli aspetti teorici [9,11,17], che sono
invece il principale oggetto di questo lavoro

Molte ricerche relative alla programmazione multiobiettivo apparse negli
ultimi anni hanno affrontato e sviluppato le principali tematiche



dell'ottimizzazione scalare (condizioni di esistenza delle soluzioni,
condizioni di ottimalita', regolarita’, dualita").
Nell'ampia scelta degli argomenti da trattare abbiamo ritenuto opportuno
presentare quei risultati, in parte presi dalla letteratura e in parte dovuti a
contributi personali, che, a nostro parere, sono da considerarsi una base
teorica essenziale per coloro che intendessero indirizzare le proprie
ricerche nel campo dell'ottimizzazione vettoriale.
Per meglio comprendere ed inquadrare i risultati e le generalizzazioni
che saranno presentate nei successivi paragrafi, si consideri innanzitutto il
classico problema di ottimizzazione secondo Pareto:

Pp 1 max Fx)=(f,(x), f,(x), ....... ,fsx) ., xe ScZ
dove fi:Z— R,i=1, ... ,§ sono funzioni definite su un sottoinsieme
aperto Z di R™,
Ricordiamo che un elemento xoe S ¢’ detto soluzione ottima (efficiente)
secondo Pareto del problema Pp, se e solo se

FxeS :fix) 2 fixy) i=l,..,s (1.1)

dove almeno una delle disuguaglianze e' verificata in senso stretto.

Si osservi che tale definizione e' equivalente ad affermare che se per un
certo Xx€ S e per un certo indice i risulta fj(x) > f;(x,), allora

necessariamente deve esistere un indice j tale che fi(x) < £j(xo) .

Si perviene cosi' al seguente significato di soluzione ottima paretiana :
X €' un ottimo paretiano se in corrispondenza di esso "non e' possibile

migliorare una funzione obiettivo senza al tempo stesso peggiorarne
un'altra”.

Osserviamo che la (1.1) puo' essere cosi' espressa :
dxeS : Fx) 2= F(xg) (1.2)

dove il simbolo 2 significa che le disuguaglianze sono del tipo = con

almeno una che vale in senso stretto.
S . . S
Denotato con U=R = { (y,..., yg) ¢ ¥i20 , i=1....,8}, sia U= R, \{0};

la (1.2) puo' essere riscritta nel seguente modo : Ax €S : F(x)e F(x)+U?
ovvero equivalentemente :

F(S) N (F(xp) + U) = {F(xy)} (1.3)



Pur essendo la (1.2) e la (1.3) equivalenti tra loro, la (1.3) appare piu’
idonea per studiare l'efficienza di un punto x, in quantoche' essa si
riconduce allo studio dell'intersezione tra due insiemi di cui uno e' un
cono preassegnato, studio che sotto opportune ipotesi puo’ risultare piu’
agevole.

Poiche' nella (1.3) sono coinvolti un insieme, un punto ed un cono, si
puo’ condurre uno studio piu' generale atto a determinare 1'esistenza di
un punto efficiente di un insieme Xc RS rispetto ad un cono assegnato

Uc RS cosi' definito:
un punto x, €' detto efficiente per l'insieme X rispetto al cono U se

XN (x+U)= {x,} (1.4)

L'insieme dei punti efficienti di X rispetto al cono U sara' denotato con
E(X,U).
La tematica relativa all'esistenza e alla generazione dei punti efficienti di
un insieme rispetto ad un cono sara' affrontata nei paragrafi 2, 3 e 4. I
risultati ottenuti permetteranno di studiare 'esistenza ¢ la generazione di
punti efficienti per un problema di estremo vettoriale.
Infine nel paragrafo 7 verranno presentate varie condizioni di ottimalita’
de! primo ordine sia in ipotesi di differenziabilita’ che di non
differenziabilita’ della funzione obiettivo e verra' sottolineato il ruolo
della concavita' generalizzata nell'ottimizzazione vettoriale.
Al fine di rendere autonomo questo lavoro, riportiamo le seguenti
definizioni e proprieta’ relative ad un cono [17]:
- un sottoinsieme U di RS ¢’ un cono se ue U implica cwe U V 020;
- un cono U €' convesso se €' convesso come insieme o, equivalentemente,
se Vu,,u, € Usihau+ue U;
- un cono U e' detto puntato se non contiene rette ovvero se -ug¢ U quando
uz0 e ue U ;
- un cono ¢’ detto acuto se esiste un semispazio aperto passante per
l'origine che lo contiene, ovvero se esiste o0 € RS tale che
clU < {xeR¥\{0}: a!x >0}u {0}.
Valgono le seguenti proprieta'”:
- un cono acuto e' anche puntato;
- s¢ U e’ un cono convesso, allora U e' acuto se e solo se clU e' puntato,



Denotato con U* il polare positivo di U ovvero l'insieme

U*={oe RS: otu=0,Vue U }, si ha che:

- intU* J se e solo se U e’ acuto;

- se U ¢’ acuto allora intU*={aeRS: atu>0,Vue clU\[0} }.

La seguente proprieta’ esprime un Teorema di separazione tra coni :

Proprieta'l.l
Sia V un cono convesso chiuso di R® ed U un cono convesso chiuso e

puntato di RS. Se VAU={0} allora esiste o€ intU* tale che otu>0
Yue U\{0} , atv<0 Yve V.

2. Insiemi compatti, chiusi e limitati rispetto ad un cono

Dato un sottoinsieme non vuoto X di RS, si pone il problema della
esistenza di soluzioni efficienti di X rispetto ad un assegnato cono U di
RS, :
Per meglio comprendere lo scopo, le motivazioni ¢ i tipi di risultati che
saranno presentati in questo paragrafo, premettiamo il seguente Lemma,
che fornisce condizioni sufficienti per 1’esistenza di tali soluzioni :

Lemma 2.1.

Sia X un sottoinsieme non vuoto di R% ¢ U un cono convesso ed acuto di
RS

i) Se esiste x,e X tale che l'insieme (x,+clU) N X e' compatto, allora
EX,U)z.

ii) Se esiste y;e X-clU tale che I'insieme (y +clU) N (X-clU) & compatto,
allora E(X,U)=J.

dim,

i) Poiche’ U & un cono acuto, esiste ooe RS tale che afc >0, Ve e
clU\{0}. Si consideri il problema lineare max o' x , xe X+ clU)ynXe
sia x* una soluzione ottima, soluzione certamente esistente in quanto la
funzione obiettivo ¢ continua e definita su un compatto.

Dimostriamo che x*e E(X,clU).



Se, per assurdo cosi' non fosse, esisterebbero ze X e c,e clU\{O} tali che
z= x*+c,; d’altra parte poiche' x*e (x, + cIU), si ha x*= x, + ¢, con
c,€ clU, da cui z =( %, +¢,)+c; =X, +¢ con c=c,+¢,€clU per la
convessita' del cono U. Di conseguenza, tenuto conto che ol ¢>0 essendo
U acuto, si ha

ze(xp+ clU) N X con ofz = al(x* +¢c) = ax* + alc > ofx*
e cio' contraddice I’ottimalita’ di x* rispetto al problema lineare
considerato.
La tesi segue dal fatto che E(X,clU) ¢ E(X,U)..
ii) Dalla dimostrazione effettuata in i) si ha che E(X-clU,clU)2 .
Proviamo ora che E(X-clU,clU) c X. Sia ze E(X-clU,clU); posto z=x-c ,
xe X, ceclU, si ha x=z+c da cui xez+clU , xe X < X-clU, e cio'
contraddice I’efficienza di z se ¢ # 0. Ne consegue che c=0 e ze X.
Poiche' (z+clU) N X < (z+clU) N (X-clU) = {z} e ze (z+clU) N X, si ha
ze E(X,clU). La tesi segue dal fatto che E(X,clU) ¢ E(X,U).

L
Abbiamo visto che la compattezza dell' insieme X+ clU) N X e

dell'insieme (xy+ clU) N (X- clU) & sufficiente a garantire l'esistenza di
punti efficienti per l'insieme X; allo scopo di determinare condizioni
necessarie efo sufficienti che garantiscano tale compattezza, & utile
introdurre il concetto di insieme compatto, di insieme chiuso e di insieme
limitato rispetto ad un cono assegnato.

Valgono al riguardo le seguenti definizioni :

Def. 2.1

Sia U un cono di R® ed X un sottoinsieme non vuoto di RS. Diremo che X
¢ U-compatto se I'insieme (x+ ¢lU) N X & compatto Vx € X,

Def. 2.2

Sia U un cono di R® ed X un sottoinsieme non vuoto di RS. Diremo che X
¢ U-chiuso se I’insieme X-clU & chiuso.

Def. 2.3

Sia U un cono di R® ed X un sottoinsieme non vuoto di RS. Diremo che X
¢ U-limjtato se X+ clU = {0}, dove X* & il cono di recessione definito
nel seguente modo:

X*={xeR%:J 0y 50,040, {xx} c X:0p xk— x } .



Def, 2.4
Sia U un cono di RS ed X un sottoinsieme non vuoto di RS. Diremo che X
¢ L-limitato se (x + clU) N X & limitato V x ¢ X.

Osservazione 2.1
E' evidente che un insieme compatto & anche U-compatto rispetto ad ogni

cono U. Per quanto riguarda il cono di recessione X*, si osservi che
X*={0} se e solo se X & un insieme limitato ; inoltre X* coincide con il
cono di recessione O*X introdotto in [16] quando X e' un insieme chiuso
e convesso, essendo O*X={ veR3:x+tve X ,x € X, t>0}.

Per meglio chiarire le definizioni 2.2 e 2.3, si osservi che la chiusura di
X non implica la chiusura di X-clU e viceversa, come mostrano i
seguenti esempi;

Esempio 2.1

Sia X = { (x,y) : xy=-1,x<0 } e U= R-zg- . B’ immediato verificare che X

¢ chiuso, mentre I’insieme X-clU = {(x,y) : x < 0 } non & chiuso.

Esempio 2.2
Sia X={ (xy): X2+ y2<1 } U {(xy): x2+y2=1,x20,y>0} e

U=R. E’ facile verificare che X non & chiuso, mentre & chiuso 1’insieme

X-clU.

Una condizione sufficiente affinche’ la chiusura di X implichi la chiusura
di X-clU & espressa dal seguente teorema che evidenzia al tempo stesso la
motivazione della definizione data di U-limitatezza.

Teorema 2.1

Sia U un cono di RS ed X un sottoinsieme non vuoto di RS, Se X & chiuso
¢ U-limitato, allora X & U-chiuso.

Si deve dimostrare che se la successione { xk-ck} ¢ X-clU converge ad
un elemento x*, allora x*e X-clU. Se {xk} & una successione limitata, essa
ammette una sottosuccesione convergente che, senza ledere la generalita',
possiamo supporre essere la successione stessa; d'altra parte xk — x
implica necessatiamente c* — c= x-x*, da cui x*=x-c € X-clU.



Se {xk} non & limitata, ovvero se Il xk Il +co , tenuto conto che

. xk- ck ) xk .
(xk-ck)->x* i ha e — 0. Poiche' k]| Sono elementi della sfera

unitaria, possiamo supporre che essa converga ad un elemento x che

. : ck ck
necessariamente appartiene a Xt ; d'altra parte k] —>X con (i € clUe
quindi x eclU.

Ne consegue che xe X N clU contro l'ipotesi.

Corollario 2.1.
Un insieme X compatto & U-chiuso rispetto ad ogni cono U.
dim.
Basta osservare che la limitatezza di X implica X*= {0} e quindi
X*clU={0}, dopodiche' 1a tesi segue dal Teorema 2.1.

*
Vediamo adesso la relazione esistente tra insiemi L-limitati ed insiemi
U-limitati. Il seguente teorema dimostra che la classe degli insiemi
U-limitati € contenuta in quella degli insiemi L-limitati, mentre I'esempio
2.3 evidenzia che tale inctusione & propria.

Teorema 2.2

Sia U un cono di RS, Se X & un insieme U-limitato, allora X & L-limitato.
dim.

Supponiamo per assurdo che 3 x, € X tale che*(x,+ clU) N X non sia
limitato, ovvero che esista una successione {xk}  (x%+ clU) N X con

. X_k —
xk=x,+ck, cke U VKk, tale che lIxkll - +oo., La successione {||xk||}

ammette una sottosuccessione convergente che, senza ledere la generalita',
k
possiamo supporre essere la successione stessa, per cui fixk] —> X*e X,
Dalla relazione T =0 4 he =2 - 0
T =
alla relazion® | =jxx tixap teénute conto che Ixkf YV ¢

ck . k o :
ki) € €1U si ha che {Ilf{kll} converge a x*, e quindi x*e clU. Di

conseguenza x*e X* clC e cio' contraddice l'ipotesi.



Esempio 2.3
Sia X ={ (x,y) : xy=1, x>0} ¢ U= R} . E' facile verificare che X &

L-limitato, mentre non & U-limitato in quanto (1,0),(0,1)e X* clU#{0}.

Come abbiamo visto, la L-limitatezza & una condizione piu' debole della
U-limitatezza, nel senso che quest'ultima iniplica la prima ma non
viceversa; esistono tuttavia classi di insiemi rispetto alle quali la
L-limitatezza & equivalente alla U-limitatezza. Valgono al riguardo i
seguenti risultati:

Teorema 2.3.
Sia X un insieme convesso e U un cono di RS. Allora X & L-limitato se ¢
solo se X & U-limitato.
dim.
Tenuto conto del Teorema 2.2, si deve dimostrare che la L-limitatezza
implica la U-limitatezza.
Supponiamo per assurdo che 3 ue X*n clU, u #0. Poiche' per la
convessita' di X si ha X*c(cIX)*= O%(cIX) , la semiretta x= x,+tu ,t >0
. X,€ X, e’ contenuta in clX (vedi osservazione 2.1) e, d’altra parte, '
contenuta anche in (x,+ clU) ; ne consegue che I'insieme (xy+ clU) M clX
non ¢' limitato e cio' comporta anche la non limitatezza dell'insieme
xg+elU)m clX contro Iipotesi.

*
Una classe di insiemi che sono L-limitati e U-limitati e¢' quella
rappresentata dagli insiemi superiormente limitati rispetto al cono U cosi'
definiti :

Def. 2.5
Diremo che X €' un insieme superiormente limitato (rispetto ad un cono
U) se 3 a eR?® tale che X c a-clU,

Osservazione 2.2

La definizione 2.5 e' stata usata in [17] in Iuogo della U-limitatezza; essa
coincide, nel caso in cui X €' un sottoinsieme dei numeri reali e U= R,

con l'usuale definizione di insieme superiormente limitato.



Quando U = Rﬁ_ ( cono paretiano ), la definizione data equivale a

richiedere che x; £ M, i=1,...,s , V x = ( X seeees Xg)€ X,

Il seguente Teorema stabilisce che un insieme superiormente limitato '
sia U-limitato che L-limitato rispetto ad un cono U acuto, e, di
conseguenza, fornisce una condizione sufficiente a garantire la
L-limitatezza.

Teorema 2.4

Sia U un cono acuto di R® ed X un insieme superiormente limitato .
Allora X ¢' U-limitato ed L-limitato .

dim.

A norma del Teorema 2.2, e' sufficiente dimostrare che X e' U-limitato.
Se cosi' non fosse, esisterebbe una successione {xk}cX, con lIxkl! —+c0

k
tale che fl);TH —x*e X*N clU. Poiche' X c a-clU, siha xk= a-ck, cke clU

da cui -2 a_ & tenufo conto che —— — 0. si
a Ccul T _“Xk“ -”Xk”, lconseguenza, enuto conto ¢ e”Xk“ R

ha h{_ckkl_l_) -x*. D'altra parte i%e clU cosicche’ -x*eclU e cio' e’
assurdo in quanto x*e clU e clU ¢' puntato essendo il cono U acuto ,

\ 4
Osservazione 2.3
La tesi del Teorema precedente e' falsa se si considera un cono U puntato
anziche' acuto.
Si consideri ad esempio il cono U={(x,y): y>0} U {(x,y): y=0, x =0} e
I’insieme X= {(x,y): y=0}. Siha X c 0-clU ed (1,0) € X clU.
Appare dunque non corretta 1’asserzione riportata nel Remark 3.2.4,
pag.53 di [18].
Osservazione 2.4
Si osservi che un insieme L-limitato non e' in generale superiomente
limitato come si puo' verificare considerando 1'insieme X e il cono U
definiti come nell’esempio 2.3.

Vediamo adesso le relazioni intercedenti tra insiemi U-chiusi, U-limitati,
L-limitati e U-compatti.



Iniziamo a dimostrare il seguente Teorema:

Teorema 2.5
Sia X un insieme chiuso e U un cono di R®. Allora X ¢' L-limitato se e
solo se X e' U-compatto.
dim.
Poiche' I'insieme (x+ clU) n X e' chiuso Vxe X in quanto intersezione di
chiusi, tale insieme risulta compatto se e solo se X e' L-limitato.

¢
Corollario 2.2
Sia X un insieme chiuso e U un cono di RS, Se X ¢' U-limitato, allora X
e' U-compatto.
dim.
Segue immediatamente dai Teoremi 2.2 e 2.5.

¢
Osserviamo che, per gli insiemi chiusi, la U-compattezza non e'
equivalente alla U-limitatezza a differenza di quanto accade per la
L-limitatezza, come si puo’' dedurre considerando l'insieme X e il con U
definiti nell'esempio 2.3; il Teorema seguente fornisce una condizione
sufficiente affinche’ si abbia detta equivalenza :

Teorema 2.6
Sia X un insieme chiuso e convesso e U un cono di RS. Allora X €'
U-limitato se e solo se X e' U-compatto.
dim.
Segue immediatamente dai Teoremi 2.3 e 2.5.
L ]

E' facile verificare che l'insieme X descritto nell'esempio 2.2 ¢' U-chiuso
¢ U-limitato ma non e' U-compatto; il Teorema 2.6, tenuto conto del
Teorema 2.1, individua, comunque, una classe di insiemi per i quali le
ipotesi di U-chiusura e di U-limitatezza sono equivalenti all'ipotesi di
U-compattezza. Si ritrova cosi' come caso particolare il seguente
Teorema riportato in [18]:

10



Teorema 2.7
Sia U un cono convesso chiuso e puntato di R ed X un sottoinsieme
convesso e chiuso di RS, Allora X ¢' U-chiuso e U-limitato se e solo se X
e' U-compatto.

Come abbiamo gia' osservato, un insieme X che e' U-chiuso e U-limitato
non €', se non per particolari classi di insiemi, U-compatto; tuttavia, come
ora vedremo, tali ipotesi implicano che 1'insieme X-clU e' U-compatto.

Teorema 2.8

Sia U un cono convesso acuto di RS ed X un sottoinsieme non vuoto di
RS, Se X e' U-chiuso e U-limitato allora X- clU ¢’ U-compatto.

dim,

Si deve dimostrare che I’insieme X*¥(xg)= (xg+ clU) N (X- clU) ¢
compatto Vx,e X-clU. Poiche' X ' U-chiuso, X*(x,) €' chiuso in quanto
intersezione di chiusi; resta da provare la limitatezza di X*(x,).

Se X*(x,) non ¢’ limitato, esistono le successioni {ck} — clU, {xk} < X,
{uk} < clU tali che x+ck=xk-uk con llckl— +oo . Risulta xk= x, +ck+uk;
iniziamo a dimostrare che lxkll— +eo . Essendo U acuto, esiste o.e RS
taleche alc >0 ,k‘v’c e clU\0}.

. C _ u )
Poniamo Ek:llc T uk=m; siha ¢, tkeS nclU dove Se'

la sfera unitaria di centro 1’origine. Poiche' la funzione lineare a'c
ammette minimo sull'insieme compatto S N clU, posto B=0lc0 = min alc,
ce S rclU, si ha ovviamente B>0. Risulta

k=0t (X ok Fuk)=ox +ort SkllcklH-ot T Iukll 2> outx o+ B(lIckll+ukily — +eo
e, di conseguenza, lixkll— +eo. Si consideri adesso la successione {—lekll}
che ammette una sottosuccessione convergente che possiamo supporre
essere la successione stessa.

xk xk Xp ck+ uk ck+4 uk
. L % +. 1 -0 U
T =
Si ha e > X¥€ X™; d'altra parte Ikl = Kl TP TR T
ck+ uk

eclU per la convessita’ di U e, di conseguenza — x*eclU.

> lIxxl
Quindi x* € X+ M ¢lU contro 1ipotesi di U-limitatezza.

11



I seguenti diagrammi riassumono lo studio effettuato sulle relazioni
intercorrenti tra insiemi L-limitati, U-limitati e U-compatti.

X chiuso.

X ¢' L-limitato X ¢' U-compatto

N

X e' U-limitato
diagramma 1
Si osservi che l'esempio 2.3 dimostra che la L-limitatezza e/o la U-compatiezza non

implicano la U-limitatezza.

X chiuso e convesso.

X e' L-limitato X ' U-compatto

\\/l/

X ¢' U-limitato

diagramma 2

3. Sulla esistenza di punti efficienti

I risultati ottenuti nel precedente paragrafo, relativi alla U-compattezza
degli insiemi X e X-clU, permettono tramite il Lemma 2.1 di ottenere
varie condizioni di esistenza di punti efficienti espresse nel seguente
teorema :

12



Teorema 3.1
Sia U un cono convesso acuto di RS ¢ sia X un sottoinsieme non vuoto di
RS, L'insieme E(X,U) dei punti efficienti di X rispetto al cono U e’
diverso dal vuoto quando e' verificata almeno una delle seguenti
condizioni :
i) Xe' U-compatto;
ii) X e' U-chiuso e U-limitato;
iit) X e' U-chiuso e superiormente limitato;
iv) X ¢' chiuso e L-limitato;
v) X e' chiuso e U-limitato;
vi) X e’ chiuso e superiormente limitato.
dim,
i) Segue dalla i) del Lemma 2.1.
ii) Segue direttamente dal Teorema 2.8 ¢ dalla ii) del Lemma 2.1.
iii} Segue dalla ii) tenuto conto del Teorema 2.4.
iv) Segue dalla i) tenuto conto del Teorema 2.5.
v) Segue dalla i) tenuto conto del Corollario 2.2.
vi) Segue dall v) tenuto conto del Teorema 2.4.

¢
Abbiamo gia' osservato che la L-limitatezza e' una condizione piu'
generale della U-limitatezza; in particolare le condizioni di U-chiusura e
di L-limitatezza per un insieme X non implicano, in generale (vedi
Esempio 2.3), che I'nsieme X-clU sia U-compatto.
Tuttavia per un insieme U-chiuso e L-limitato si puo’ ancora stabilire
l'esistenza di punti efficienti come mostra il seguente Teorema:

Teorema 3.2

Sia U un cono convesso chiuso e puntato di RS e sia X un sottoinsieme
non vuoto di RS, Se X e' U-chiuso ¢ L-limitato allora E(X,U)22.

dim.

Basta dimostrare che l'insieme X*(x,)= (xg+ clU) N (X- clU) , x,€ X che
e’ chiuso in quanto intersezione di chiusi, ' anche limitato, dopodiche' la
tesi segue dalla ii) del Lemma 2.1.

Se X*(x,) non e' limitato, esistono le successioni {ck} < clU, {xx} c X,
{uk} C clU tali che x, +ck=xk-uk con [lckll— +oo . Risulta xk= x, +ck+uk
e, per la convessita' del cono U, si ha xk= x, +ck+uk € x0+¢lU; iniziamo a
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dimostrare che [Ixkl— +oo | Elfsendo U acuto, esiste oe RS tale che alc>0,

Vee clU\{O}.PostoEk=ﬁ“§“q , ﬁ:ﬁ“h ,siha T, T eS M clU,

dove § ¢' la sfera unitaria di centro 1’origine.

Poiche' la funzione lineare oi'c ammette minimo sull'insieme compatto
SNeclU, posto B= a'c® =min afc,ceS N clU, si ha ovviamentef>0.
Risulta

olxk=0(xg+ck +uk)= ofxgroferlickl + atmdliubl 2otxg+B(llckHIukl) — +oo
e, di conseguenza , lIxkll—> +oo .

Esiste allora una successione {xk} < X (x+ clU) divergente in norma e

cio’ contraddice 1' ipotesi di L-limitatezza dell'insieme X.

4. Scalarizzazione

In questo paragrafo si evidenziera' come, sotto opportune ipotesi, sia
possibile caratterizzare 1’insieme dei punti efficienti come unione di
insiemi di soluzioni ottime di un problema scalare parametrico; ci
limiteremo a presentare i vari risultati in una forma alla quale ci
riferiremo nello studio di un problema multiobiettivo.
A tal fine , si consideri un insieme non vuoto X di R®, un cono U di RS,
e si associ all’insieme X e al cono U il problema scalare

P(o): max atx, xeX, oaeUXN{0).
del quale denoteremo con S(o) I’insieme delle soluzioni ottime.
Il seguente Teorema stabilisce che se il problema P(o), o.e intU*, ha
soluzioni ottime , quest'ultime sono anche punti efficienti di X rispetto ad
un cono acuto:

Teorema 4.1
Sia X un insieme non vuoto di R%e U un cono acuto di RS, Risulta :

\J_S(o) < E(X,U) (4.1)

o intU*
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dim.
Se S(a)=@ non vi ¢' niente da dimostrare: sia allora x*e S{a) e
supponiamo per assurdo che x*g E(X,U) ovvero che esista z € X con
z=x*+c, ¢ € U\{0}. Tenuto conto che a'c>0 in quanto oeint U*, si ha
a'z=al(x*+c)=0%*+a'c > ax* e cio' contraddice l'ottimalita’ di x*,

L 4
Qsservazione 4.1
In generale un punto efficiente di X rispetto al cono U non ¢’ ottenibile
come soluzione ottima di un problema P(c) anche quando S(o)#&,
Voe URND. Si consideri al riguardo l'insieme

X={ (xy) : x=-y% y20 } U { (x,y) : y=x%, x>0} edil cono U=R.

Si verifica facilmente che (0,0) e E(X,U) ma (0,6) non ¢' soluzione ottima
di P(0) , Voe RA\{0).

Osservazione 4.2

Si osservi che la compattezza dell'insieme X, tenuto conto delia linearita’
della funzione obiettivo, implica che S(a)# & , Voe UN{0}; tale
proprieta’ non sussiste se si sostituisce 1'ipotesi di compattezza con quella
di U-compattezza.

Si consideri infatti I'insieme X={(x,y) : x=0,y 20} U {(x,y) : y=0,x 20}
ed il cono U={(x,y): x< y< 2x, x20}; risulta E(X,U)=X ed S(a)=Q,
Yoe UR{0}.

Il seguente Teorema stabilisce che se X e' un insieme U-convesso ovvero
se X-U e’ un insieme convesso, allora un punto efficiente di X rispetto al
cono U ¢' ottenibile come soluzione ottima di un problema P(a),
o.c UN\{0}; nel caso particolare in cui X é un insieme poliedrico o
appartiene a intU*,

Teorema 4.2
i} Sia U un cono convesso puntato di R®e X un insieme non vuoto,
U-convesso di R® . Risulta :

EXU) e 2 S@) 4.2)

Se inoltre S(a) €' costitnito da un solo elemento quando
oe UR{ONintU*, allora
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EQU) = ) S(0)

if) Sia U un cono convesso, chiuso e puntato di RS e X un insieme non
vuoto, poliedrico di RS . Risulta :

\J_S(0) = E(X,U) (4.3)

oe intU*

dim.
i) Sia x*e E(X,U) ; tenuto conto che U ¢' un cono convesso ¢ puntato, ¢’
facile verificare che (X-U)N(x*+U)={x*}.Poiche’ X-U e x*+U sono
insiemi convessi, esiste un iperpiano che li separa di equazione
BYz-x*)= 0,z e RS, tale che

Bt (z-x*)> 0 Vzex*+U (4.4)

Bt (z-x*)<0 VzeX-U (4.5)
La (4.4), applicata a z=x*+u per ogni ue U, implica PeU*\{0}, mentre
la (4.5) , che vale in particolare per Vze X, implica che x* e' soluzione
ottima del problema P(B).

ii) Per la (4.1) si deve dimostrare che x* € E(X,U) implica

x*e¢ U S(o).

aeintU*
Poiché X é un insieme poliedrico, esistono m vettori a..., 2, di R® edm

scalari by,..., by, tali che X={x € R%: alx>b; i=1, ..,m].
Sia I={i: a;x*=bi} e X*={x e RS: aEanEx* iel} (si osservi che J#&

in quantoché x* € necessariamente un punto di frontiera per X).
X°* € un cono poliedrico contenente X ed esiste in modo ovvio un intormo
I di x* tale che InX*=INnX; quest'ultima relazione unitamente alla
XN(x*+U)={x*} implica X*"(x*+U)={x*} , dopodiché la tesi segue
dalla Proprieta 1.1

¢
Osservazione 4.3
Si consideri in R? il quadrato di vertici 0=(0,0), A=(0,1), B=(1,1),
C=(1,0) ed il cono U=R\S(2,+); €' facile verificare che EX,U)={(1,D} ,
ae%rf\{ol S(a) = AB U BC cosicche' 1a (4.2) non vale, in generale, sotto

forma di uguaglianza.

16



5. Sulla esistenza delle soluzioni efficienti in wun
problema multiobiettivo

Consideriamo il seguente problema di estremo vettoriale :
P: U-max Fx)=(f;(x), f,(x), ....... X)), xeScZ
dove fj:Z— R ,i=1, ...,s sono funzioni definite su un insieme
aperto Z di R™. Si ponga U’=U\{0).
Un punto ammissibile xoe S € detto punto efficiente per il problema P
rispetto al cono U se e solo se
2xeS: Fix)e F(xp) +U° 0, equivalentemente,

Fx)e F(xy) +U° V¥ xe S o, equivalentemente,

F(S) " (F(xp) + U) = {F(x))} , Vxe$S

. .. , ]
Quando il cono U coincide con l'ortante U= R, , la precedente

definizione coincide con quella di soluzione ottima secondo Pareto.
Denotato con E* I’insieme delle soluzioni efficienti del problema P, si ha:
E*={xe S: F(x) € E(F(S),U)} 5.1)
e quindi
E*£0 se e solo se E(F(S),U)zQJ (5.2)

In altri termini risolvere il problema P é equivalente a determinare i
punti efficienti dell’insieme X=F(S) rispetto al cono U, nel senso che X €
efficiente per P se e solo se F(x,) é efficiente per F(S) rispetto al cono U.
Di conseguenza si possono applicare i risultati di cui ai paragrafi
precedenti per trovare condizioni che assicurino 1’esistenza di punti
efficienti per P e la loro caratterizzazione.

A tale riguardo nel seguente Teorema é riportata una classica condizione
che assicura la compattezza di F(S) :

Teorema 5.1

Si consideri il problema P, dove § e' un insieme compatto ed F € una
funzione continua. Allora E*z &,
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dim.
Basta osservare che le ipotesi implicano la compattezza di F(S),
dopodiche’ per la i) del Teorema 3.1 si ha E(F(S),U)#@ ¢ quindi E*# &
per la (5.2).

¢
Metteremo ora in evidenza come i risultati ottenuti relativi agli insiemi
L-limitati possono essere utilizzati per estendere il Teorema precedente a
funzioni semicontinue. Premettiamo la seguente definizione che , nel caso
scalare, coincide con la classica definizione di funzione semicontinua
superiormente :

Def. 5.1

F é detta U-semicontinua superiormente nel punto X, € S se per ogni
intomo V di F(x,), esiste un intorno I di Xy, tale che F(x) e V-U,

VxelnS.
F & detta U-semicontinua superiormente in S se é U-semicontinua
superiormente in ogni punto di S.

Vale il seguente Teorema:

Teorema 5.2

Si consideri il problema P dove S ¢' un insieme compatto, U e' un cono
acuto ed F e una funzione U-semicontinua superiormente in S . Allora
clF(S) é L-limitato.

dim.

Supponiamo per assurdo che clF(S) non sia L-limitato o :

equivalentemente, che esista F(z)e cIF(S) tale che (F(z)+clU)  clF(S) é
illimitato. Esiste allora una successione { zo} © CcIF(S), z,=F(z)+c,, Ch€

clU, con licyll— +eo .

Poiché z, e cIF(S) , esiste una successione {x,} € SedunM > 0 tale che
F(xp)= zp+hy, lih,ll < M. Essendo S compatto {x,} ammette una

softosuccessione convergente che, senza ledere la generalita', possiamo
Supporre essere la successione stessa; si ha allora X, — x* ed essendo F

una funzione U-semicontinua supetiormente , esiste un intomo V di F(x*)
tale che F(x,) € V - U per n sufficientemente grande, cosicché esiste

M>0: F(xp) = vy- &, e clCU i vpll <M,.
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Risulta v,-¢,= z,+h, = F(z)+ Cpthy, vy~ hy- F(z) = Cpt Ty € questo ¢
assurdo in quanto la successione {vy- hy- F(2)} e’ limitata , mentre la
successione { ¢+, } e illimitata essendo U acuto e llc,ll— +oo,

¢
Il seguente Teorema estende ad un problema multiobiettivo il ben noto
teorema di Weierstrass :

Teorema 5.3
Si consideri il problema P dove $ e' un insieme compatto, U e’ un cono
chiuso convesso e puntato, ed F e¢' una funzione U-semicontinua
superiormente in S. Allora E*z &,
dim
Dalla iv) del Teorema 3.1, tenuto conto del Teorema 5.2, st ha
E(cIF(S),U)=J. Sia we E(cIF(S),U); esiste allora una successione {x,}=S
tale che F(x,)—»w e, poiche’ S ¢' compatto, si puo’ supporre, sostituendo
{xy} con una opportuna sottosuccessione se necessario, che X, = x*,
Per la U-superioresemicontinuita' della F, per ogni sfera chiusa V di
centro F(x*) abbiamo F(x,) € V- U per n sufficientemente grande,
cosicche’, tenuto conto che V-U e’ chiuso essendo V compatto, si ha:

we V - U per ogni sfera chiusa V di centro F(x*) (5.3)
Dimostriamo ora che we F(x*) - U; se cosi' non fosse, essendo F(x*)-U
chiuso, esisterebbe una sfera chiusa I di centro w tale che
IN(F(x*)-U)=4, e, conseguentemente, F(x*) ¢ I+U. Poiche' I+U ¢’
chiuso, esiste una sfera chiusa V* di centro F(x*) tale che V* (I+U)=2:
quest'ultima relazione implica, per la convessita' del cono U,
(VE-U)N(I+U)= O, e questo e' assurdo in quanto (5.3) implica
we (V*-U) N J1+U).
Infine, poiche' we F(x*)-U ed inoltre we E(cl(F(S),U), si ha
necessariamente w=F(x*) e quindi we E((F(S),U).
Dalla (5.2) si ha E*# &, :

19



6. Sulla caratterizzazione delle soluzioni efficienti in un
problema multiobiettivo

In questo paragrafo vedremo come sia possibile convertire un problema
di estremo vettoriale in un problema scalare (scalarizzazione) o,
equivalentemente, come sia possibile caratterizzare I'insieme dei punti
efficienti E* tramite le soluzioni ottime del seguente problema scalare
parametrico:

P*(or): max o' F(x), x €S, aeU®{0}.
Denotato con S*(o) l'insieme delle soluzioni oftime di P*(o.) si ha
ovviamente

S*¥a)={ x €S : Fx) eS(n)} (6.1)
essendo S(a) l'insieme delle soluzioni ottime del problema P(o.) con
X=F(S).
I risultati stabiliti nel paragrafo 4 possono allora essere utilizzati per
caratterizzare E*; piu' precisamente tenuto dei teoremi 4.1 e 4.2, e delle
relazioni (5.1) e (6.1), si ha il seguente Teorema:

Teorema 6.1
Si consideri il problema multiobiettivo P.
i) Se U e’ un cono acuto allora

\J S*(o))  B* (6.22)

e intU#
ii) Se U ¢’ un cono convesso puntato e F(S) ¢' un insieme U-convesso
allora

Brc ) S¥) (6.2b)

Se inoltre S*(ot) e' costituito da un solo elemento quando
oe UN{ONintU*, allora

E* = oceb'*)\{O}S*(Oc) S (6.2¢)

iii) Sia U un cono convesso chiuso e puntato. Se F(S) e' un insieme
poliedrico allora

E*= U S*a) (6.2d)

oe intU*
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Corollario 6.1
Si consideri il problema lineare multiobiettivo P, dove U ¢' un cono
convesso chiuso ¢ puntato. Allora

E*= \J S*(0)

ole intU*
dim.
Poiche' la funzione obiettivo F €' lineare e la regione ammissibile S e’
definita da disuguaglianze lineari, si ha che F(S) e' un insieme poliedrico;
la tesi segue dalla iii) del Teorema 6.1.

L 4

Osservazione 6.1
Si osservi che la classe dei problemi per i quali F(S) €' un insieme
poliedrico contiene propriamente la classe dei problemi lineari
multiobiettivo; basta considerare al riguardo il problema P dove

F(x)=(x%-x?), S=R, ,U=R} .

La seguente classe di funzioni introdotta in [8], permette di caratterizzare
la U-convessita' del codominio della funzione F:

Def. 6.1

Sia U un cono convesso di R® . Una funzione F: SRS ¢' detta
U-convexlike se Vx,y €8S, 3 ze S tale che F(z) € AF(x)+(1- A)F(y) + U
Vie [0,1].

Vale il seguente

Teorema 6.2

Sia U un cono convesso di RS, Allora F(S) €' un insieme U-convesso se ¢
solo se F e' U-convexlike.

dim,

Sia F(5)-U un insieme convesso e siano x,y € S. Poiche’ F(x), F(y)e F(S)
si ha AF(x)+(1- A)F(y)e F(S)-U YAe [0,1] ¢ quindi esiste ze S tale che
F(z) e AF(x)+(1- A)F(y) + U per ogni fissato A in [0,1];
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Viceversa sia F una funzione U-convexlike e si considerino due elementi
di F(S)-U del tipo F(x)) - v, , F(x,)-u, con X;:X,€8 e u,u, € U . Risulta
AEx)-u H1-D)(F(x,)-u)= AF(x )+(1- MF(x,))-(Au, +(1- M)u,)=F(z)-u
e F(S)-U.

*
Allo scopo di determinare una classe di funzioni U-convexlike diamo la
seguente definizione che estende al caso vettoriale la classica nozione di
concavita' :

Def. 6.2
Sia S un insieme convesso di R™ ed U un cono di RS. Una funzione

F:S—>R?® ¢' detta U-concava se
F(x;+A(x,-x,)) e Fx HAMF(x,)-Fx )+U Vie[0, 11, Vx,,x,€8

. . . s , .
Si osservi che nel caso paretiano (U= R} ), F ' una funzione U-concava

se ¢ solo se ogni sua componente e' una funzione concava nel senso
ordinario.
Vale il seguente Lemma:

Lemma 6.1
Sia S un insieme convesso di R® e U un cono convesso di RS, Se F:S—RS
¢' una funzione U-concava allora F ' U-convexlike.
dim.
Si deve dimostrare che F(S)-U e' un insieme convesso, ovvero che
z,+Mz,-7,) € F(S)-U VAe[0,1], Vz,,2,€ F(S) . Poiche' z,= F(x,) -u, e
z,=F(x,)-u, conx;,x,eSeu,u,eU,siha
2, +M2,-2,)=F (x J+MF(x,)-F(x,))-(u;+Mu,-u,)). Essendo F una funzione
U-concava, esiste u*e U tale che F(x,)+MF(x,)-F(x,))=F(x +A(x,-X,))-u*
¢, di conseguenza, tenuto conto della convessita' del cono,
z,+Mz,-2,)= F(x)+MF(x, )-F(x,)) - u con u = u* + u+A(u,-u,)e U, da
cui la tesi.

+

Dal Lemma 6.1 e dalla ii) del Teorema 6.1, si ha il seguente Corollario:
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Corollario 6.2

Si consideri il problema multiobiettivo P dove S e' un insieme $onvesso
U &' un cono convesso puntato e F e' una funzione U-concava. AHora

te oteb'*)\{[)}s*(a) |

Se inoltre S*(a) e' costituito da un solo elemento
oe URN{ONintU*, allora

B* = S @

Osservazione 6.2

quando

Nel caso paretiano (U= Ri), le (6.2) valgono o per o. 20, o # 0, oppure

per o. > 0; tenuto conto che l'insieme delle soluzioni efficienti mon varia

se si normalizza il vettore o , si puo' supporre, senza ledere la
generalita’, che dette relazioni valgano per «; €[0,1]. Di conseguenza la

scalarizzazione permette di sostituire un problema paretland

con un

problema scalare parametrico avente per funzione obiettivo unél somma
pesata delle componenti della funzione vettoriale, con pesi comp!rem tra 0

ed 1. Cio' permette, per classi particolari di problemi, come i problemi
lineari multiobiettivo ed i problemi bicriteria, di generare l'insieme dei

punti efficienti E* tramite opportuni algoritmi parametrici.

7. Condizioni di Ottimalita’

In questo paragrafo studieremo condizioni necessaric e suffi

ottimalita' locale e determineremo ampie classi di funzioni per le

ottimo locale e' anche globale.

A tal fine, rispetto al problema multiobiettivo P, diremo che x,e

punto efficiente locale rispetto al cono U per P se esiste un int

X, tale che
Fx) ¢ F(xg) +U%, VxelInS$S (
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¢ diremo che xoe S e' un punto efficiente locale stretto rispetto al cono U
per P se non esistono nella (7.1a) punti x #x,per i quali F(x)=F(x,),
OVVEro se e

Fx)e Fxp)+U, Vx €In$S,x=#x, (7.1b)
Osserviamo che nel caso scalare (s=1, U=R,) le precedenti definizioni
coincidono rispettivamente con quelle ben note di punto di massimo locale
e di punto di massimo locale stretto.
Se la (7.1b) ¢' verificata V x €, diremo che x, ¢' punto efficiente stretto,
Come ¢’ noto, per un problema scalare, le funzione concavo-generalizzate
svolgono un ruolo essenziale nella ricerca di condizioni sotto le quali
alcune condizioni necessarie di ottimalita’ divengono sufficienti o per le
quali un ottimo locale ¢' anche globale.
Una tale problematica estesa al caso vettoriale comporta I'introduzione
del concetto di concavita' generalizzata rispetto ad un cono.
Una tale generalizzazione non ¢' del tutto ovvia e scontata ed e' ancora
materia di studio sia per quanto riguarda le possibili definizioni di
funzioni concavo-generalizzate sia per quanto riguardo il loro ruolo
nell'ottimizzazione,
Al fini dei risultati contenuti in questo lavoro ci limiteremo a proporre
alcune classi di funzioni.

7.1. Funzioni concavo-generalizzate

Dovendo studiare 1’ottimalitd di un punto e al fine di fornire risultati in
una forma piti generale possibile, daremo le definizioni di funzioni
concavo- generalizzate rispetto ad un punto, ad un cono e ad un insieme
localmente stellato; tali definizioni generalizzano quelle introdotte da
Mangasarian [12] nel caso scalare.

Sia Z un aperto di R™ , F: Z—R® una funzione ¢ U un cono di RS,
Un insieme Sc Z € detto localmente stellato in x,se esiste un intorno I di
Xq tale che per ogni x €IS si ha:

[x, xq) = {tx+(1-1)%,: te[0,1]} = S.

Def. 7.1.1
La funzione F € detta U-concava in x, (rispetto all’insieme localmente
stellato S in x;) se:

F(xg+A(x-x0)) € FEOH+AMFX)-Fx+U VAe(©, 1), Vxe$§



Def. 7.1.2
La funzione F é detta U-semistrettamente quasiconcava (U-s.5.q.cv.) in x,
(rispetto all’insieme localmente stellato S in x,) se:
x €8, F(x) € F(xg) +U® = F(xgAx-xp))e F(x,) +U° YAe(0, 1)
Def. 7.1.3
La funzione F ¢é detta U-quasiconcava (U-q.cv.) in x, (rispetto all’insieme
localmente stellato S in x,) se:

xe€S,Fx) e F(xg) +U = FxgaAE-x))e Fxg)+U  VAe(0, 1)
Def 7.1.4
Sia F direzionalmente differenziabile in x, ;

F é detta U-debolmente pseudoconcava (U-w.p.cv. ) in x, (rispetto
all’insieme localmente stellato S in xo) se:

x €S, Fix)e F(xp) +U° = ad(xo) e U°, d=

Def. 7.1.5
Sia F direzionalmente differenziabile in x,e sia intU = @ ;

F ¢ detta U-pseudoconcava (U-p.cv.) in x, (rispetto all’insieme localmente
stellato S in x,) se:

x €S, Fx) e F(zg) +U° = E"E(XO) e intU, d=

X-Xp
Ix-x,li

X-Xg
T lIx-x,ll

Osservazione 7.1.1
Se s=1 ed U=R_, le definizioni precedenti coincidono con le classiche

definizioni di funzioni concave, semistrettamente quasiconcave,
quasiconcave e pseudoconcave nel punto x,e S [12].

A differenza di quanto accade nel caso scalare una funzione semicontinua
superiormente e U-s.s.q.cv. non ¢' U-q.cv.; si consideri al riguardo la

. 1
funzione F(x)=(x seny , - X sen ) per x20 ed F(x)=0 per x=0,
2
sull'insieme stellato S=R ., F ¢' nel punto x,=0 continua ¢ R-s.5.q.cv. ma

2
non R -q.cv.

Osservazione 7.1.2
Le definizioni date implicano che una funzione lineare F é U-concava e
U-w.p.cv. rispetto ad ogni cono U ,ma non é U-p.cv.

25



Osservazione 7.1.3
Per meglio sottolineare la generalita delle definizioni date, si osservi che
le classi delle funzioni concavo-generalizzate definite rispetto al cono

. S . s . . .
paretiano U= R , sono assai piu ampie di quelle che si ottengono

richiedendo che ogni componente di F sia una funzione concavo-
generalizzata dello stesso tipo. A tale riguardo basta notare che se una
componente della F ha in xoun punto di massimo locale stretto, allora F
verifica le definizioni 7.1.2, 7.1.3, 7.1.4, 7.1.5, senza nessuna ulteriore
specifica sulle altre componenti.

Un esempio meno ovvio € il seguente:

Esempio 7.1.1

. [] . » _ 2 2 .
Si consideri la funzione F(x,,x,)=( x,- X, , X% X, , -X;*- X, ), il punto
3
oy
Si verifica facilmente che la funzione f,(x,,x,)= x,2- x, non é s.s.q.cv.
né q.cv. n€ p.cv. nel punto x, mentre la funzione F risulta essere sia

x=(0,0), I'insieme stellato S={(x,,x,): x, = 0} ed il cono U= R

3 . 3 . 3 3
R,-s.5.q.cv., sia R -q.cv., sia R -p.cv. che R3-w.p.cv. nel punto x,.

Valgono per le funzioni concavo-generalizzate precedentemente definite
le relazioni espresse nel seguente Teorema:

Teorema 7.1.1
Sia S un insieme localmente stellato in X, e sia U un cono convesso.
i) Se F € U-concava in xallora F é U-q.cv. in x,.
ii) Se F € U-concava in xyed U é puntato, allora F é U-s.s.q.cv. in x,.
dim.
i) Supponiamo che F(x) € F(x,) +U, cioé F(x)- F(x,)e U. Poiché F ¢
U-concava in Xg8i ha F(xg+A(x-x))€ F(xo)+A(F(x)-F(x)+U < F(x)+U
Ve (0,1), cosicché F é U-q.cv in x,,.
ii) Supponiamo che F(x)e F(x,) +U°, cioé F(x)- F(xg)e U° . Poiché F ¢'
U-concava in x, si ha F(xg+A(x-xq))€ F(xo)+MF(x)-F(x,))+U. La tesi
segue dal fatto che per un cono puntato vale la relazione U° +U= U°,

+
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I seguente esempio dimostra che la ii) del Teorema 7.1.1 é falsa se U
non € puntato .

Esempio 7.1.2

i 2
Consideriamo la funzione F(x):{ 0 ifx =20

x if x <0
U=R. E' facile verificare che F ¢' U-concava in x, per ogni x,6 R ma F
non e' U-s.5.qv. in x5=1, poiché per x*=-1 si ha :

F(-1) e F()+R\{0} e F( x,+ % (x*-x4)) = F(0)=0 ¢ F(x,)+R\{0}.

e il cono non puntato

7.2. Proprieta di un problema multiobiettivo concavo-
generalizzato

Le classi delle funzioni concavo-generalizzate precedentemente introdotte
permettono di studiare le relazioni intercedenti tra un ottimo locale ed un
ottimo globale e tra I’ottimalita rispetto ad ogni direzione ammissibile e
I’ottimalita locale rispetto ad un intorno.

Come gia’ accade nel caso scalare, la semistretta quasiconcavita' oppure la
pseudoconcavita' della funzione obiettivo implica il fatto che i massimi
locali sono anche globali mentre tale proprieta’ non ¢' estendibile alle
funzioni quasiconcave se non richiedendo che i massimi locali siano
stretti. Si ha infatti il seguente Teorema:

Teorema 7.2.1

Si consideri il problema P dove S € un insieme localmente stellato in x,,

i) Se x, ' un punto efficiente locale ed F é una funzione U-s.5.q.cv. in
X, allora x;, ¢ anche punto efficiente .

ii) Se x4 €' un punto efficiente locale stretto ed F é una funzione U-q.cv.
in x, allora x, ¢' anche punto efficiente stretto .

iii) Se x;, €' un punto efficiente locale, intU=& ed F € una funzione U-
p.cv. in Xy, allora x, ' anche punto efficiente.

dim.

i) Supponiamo per assurdo che esista x*e S tale che F(x*) e F(x,)+U°. Si
ha allora F(xo+A(x*-x4)) € F(x¢)+U° V Ae (0,1); per A€ (0,€) con €
opportuno si ha xo+A(x*-xg)e IS e cio' implica, contrariamente
all'ipotesi, che x, non €' un punto efficiente locale.
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i) Supponiamo per assurdo che esista x*e S tale che F(x*) e F(x,)+U. Si
ha allora F(xq+A(x*-xy)) € F(xo+U, V Ae (0,1); per Ae (0,e) con €
opportuno si ha xy+A(x*-x5)eI NS e cio' implica, contrariamente
all'ipotesi, che x,non €' un punto efficiente locale stretto.

iii) Supponiamo per assurdo che esista x*eS tale che F(x*) € F(x,)+U°.
) dF , x*-Xq . Fxg+td)-F(x,)

Si ha allora 3 d(xo) € intU, d"_—mllx*-xoll OVVEro t1_1>r101 N ¢ €

intU, e cio’ implica per un opportuno € >0, che F(xy+td)-F(x,) € intU

per ogni te (0,e) . Posto t= AlIx*-xyll , si ha F( xo+A(x*-x)) € F(x¢)+

intU  per ogni Ae (0, I‘r}ﬁ) e cio' contraddice l'efficienza locale di
-Xg

Xp.

.
Qsservazione 7.2.1
La proprieta’ iii) del Teorema precedente non €' estendibile alle funzioni
U-w.p.cv. anche quando x; e' un punto efficiente locale stretto; si

consideri infatti il problema P dove U= R, , F(x)=(x2, x2-2x) e

S={x eR: x 20} . Si verifica facilmente che x,=0 ¢' un punto efficiente
locale stretto per P ma non ¢' efficiente rispetto ad S; inoltre la funzione
Fe' Ri_-w.p.cv. ma non e' Ri-p.cv. in x,.

Corollario 7.2.1
Si consideri il problema P dove S é un insieme localmente stellato in x,,
U & un cono puntato ed F € una funzione U-concava in x,.
Se x, ¢' un punto efficiente locale , allora x, ' anche punto efficiente.
dim.
Conseguenza diretta dei Teoremi 7.1.1 e 7.2.1.

L
Corollario 7.2.2
Si consideri il problema P dove S € un insieme localmente stellato in x,
ed F € lineare,
Se xo €' un punto efficiente locale , allora x, ¢’ anche punto efficiente.
dim.
Conseguenza immediata del Corollario 7.2.1 e dell’Osservazione 7.1.2.

’
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Come € noto la proprieta per la quale un ottimo locale rispetto ad ogni
direzione ammissibile di un insieme localmente stellato é anche un ottimo
locale, non vale in generale; al riguardo basta considerare la funzione

F(x,y)=(y-x*)(x2-y), 'insieme S= R}, ed il punto xg=(0,0).

Faremo vedere che per la classe delle funzioni U-s.s.q.c. si ha equivalenza
tra il concetto di efficienza locale ed il concetto di efficienza rispetto ad
una direzione, cosi'definito:

Def. 7.2.1 Diremo che x, ¢' punto efficiente locale (punto efficiente
X-Xg
lIx-xqll °

locale stretto) rispetto alla direzione d= X €S e rispetto al cono

U se esiste t*>0 tale che
F(x) ¢ F(x,) +U%: V x = x5+td , te (0, t*).
(F(x) & F(xp) +U» V x = xp+td , te (0, t¥)).

Vale il seguente Teorema :

Teorema 7.2.2
Si consideri il problema P dove S é un insieme localmente stellato in x,.

i) Se x, €' punto efficiente locale per ogni direzione d= xeSed

lix-x4ll °
F ¢’ una funzione U-s.s.q.cv. in X, allora x, €' punto efficiente locale.
X-X,
lx-xoll °
xeS ed F € una funzione U-q.cv. in x, allora x, €' punto efficiente locale
stretto.

ii) Se x, ¢’ punto efficiente locale stretto per ogni direzione d=

X-Xg
lIx-xgll °

intU 2 ed F € una funzione U-p.cv. in x, allora x, e' punto efficiente
locale.

dim.

Simile a quella data nel Teorema 7.2.1.

iii) Se x, e' punto efficiente locale per ogni direzione d= X €S,
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7.3 Condizioni di ottimalita (caso non differenziabile)

Le condizioni di ottimalita' che stabiliremo in questo paragrafo saranno
dedotte da un approccio molto generale basato su condizioni espresse
tramite le derivate direzionali relative a direzioni del cono tangente alla
regione ammissibile S in x,, ovvero al cono chiuso di vertice I'origine

definito nel seguente modo:

Def 7.3.1
11 cono tangente ad S nel punto x,€ S , denotato con T(S,x,) €' l'insieme
TSxp)={v:d {ox}c R, {xx1 <8, 0y = +00, x; > X, con
Oy (Xp-Xp)—>Vv}.
Si osservi che T(S,x,)={0} se e solo se x, ' un punto isolato nel qual caso
T'ottimalita’ di x4 €' del tutto ovvia; nel seguito supporremo quindi , senza
ledere la generalita’, che T(S,x,)#{0}.
Ricordiamo che F €' direzionalmente differenziabile nel punto x,rispetto
alla direzione v se esiste finito il limite
lim F(xy+tv)-F(x,) &
t—0% t
Allo scopo di stabilire condizioni di ottimalita' nel caso

sottodifferenziabile, premettiamo il seguente Lemma :

dF
ov (Xo)

Lemma 7.3.1
Sia F direzionalmente differenziabile in x, e lipschiztiana in un intorno di
Xo- Allora per ogni successione {Xp}, X; —> X, €siste una sottosuccessione

Xp, — Xo» tale che

) Xn, %0
lim

T 7.3.1
xon B X, ol = (7.3.12)

. Fe)FGy) R
xnilgl)xo ”Xnk-XOII = —é—\—f-(xo) (7.3.1b)

dim.
X=X ol lsih F(x,)-F(xq) _ F(xg+t,v,)-F(x,)
lix-xpll © 0= MnXoll S108 T Tl = t,

Posto v, =
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Poiche' la successione {v,} e' limitata, esiste una sua sottosuccessione
Xnk-XO
{vp )=l =5} convergente che verifica (7.3.1a). Risulta
k IIXnk-xoll

F(xnk)-F(xo) F(x0+tnkv)—F(x0) F(x0+tnkvnk)—F(x0+tnkv)
My %ol = b, * fp,.

Tenuto conto che la lipschitzianita' di F implica

F(Xo'l‘tn kV n k) —F(Xo""tnkV)

tnk

Lipschitz, si ha

<Ky, -vll , essendo K>0 la costante di

- F(xnk)-F(xo) _ F(x0+tnkv)~F(x0) JF
lim T = lim = 3y Xo) -
X Ko BpXo X Xo Uy v
_ ¢+
Il seguente Teorema fornisce una condizione necessaria di ottimalita's

Teorema 7.3.1

Si consideri il problema P dove intU 2@ ed F e' direzionalmente
differenziabile in x, e lipschiztiana in un intorno di x, .

Condizione necessaria affinche' x,sia un punto efficiente locale per P '
che risulti

%VE (Xp) & ntU, VveT(S,x,), v#0. (7.3.2)

dim.
Sia ve T(S,x); €' noto che e’ sufficiente dimostrare il Teorema nel caso

in cui v sia una direzione unitaria. Tenuto conto della definizione di cono
tangente ¢ possibile determinare una successione {x, 1 S, x, — X, tale

Xn'XO

che lim T =V
Xn—>Xg "En-Xo
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F(xy)-F(x0)  oF

Per il Lemma 7.3.1 risulta x,}iglxo Tx ol = av (x9) : d'altra
. C F(xy)-F(xo) _
parte l'efficienza di x;implica che =l V ne, di
Xp-Xo
conseguenza, passando al limite si ha gg (Xp) & intU .
.

Il seguente Teorema fornisce una condizione sufficiente di ottimalita”;

Teorema 7.3.2

Si consideri il problema P dove U & un cono chiuso, F ¢’ direzionalmente
differenziabile in x, e lipschiztiana in un intorno di x,, .

Condizione sufficiente affinche' x,sia un punto efficiente locale per P e’

che risulti
oF

av (Xo) E U V V& T(S XO) * v ¢ 0 (7.3.3)
dim.
Supponiamo per assurdo che x, non sia efficiente. Esiste allora una
successione {x,} € 8, x,;, = x, tale che F(x,) € F(xq)+U°. Per il
Lemma 7.3.1 esiste una sottosuccessione {xnk} tale che

F(xp, )-F(x,) X, -X
—he g‘lj (xg) con 111n DD

lim
_)Xo "X Xo"

Xnk._._»{o "Xnk'-Xo"
R(xy,)-F(xo)

Poiche' T e U° si ha, passando al limite, che %5‘ (xo) €

Xnk'X()"
clU=U e cio’ contraddice l'ipotesi.
¢

Le condizioni di ottimalita (7.3.2), (7.3.3) possono essere specializzate
rigpetto alla regione ammissibile.

Quando la regione ammissibile S é un cono convesso chiuso di vertice X
il cono tangente T(S,x,) coincide con I'insieme delle direzioni D del cono,
ovvero D=S-{x,}, e di conseguenza le condizioni di ottimalith (7.3.2) e
(7.3.3) divengono rispettivamente:
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aa—s" (xp) ¢ intU, VveD (7.3.4a)

%—5 xp) e U, VveD (7.34 b)

Si osservi che quando S é un insieme poliedrico ed x, é un vertice di S, la
(7.3.4 b) esprime una condizione sufficiente di ottimalita rispetto ad un
vertice. Tale risultato si riduce, nel caso scalare, a quello riportato in
[3,6].

Se in particolare S=R™ la (7.3.4 b) esprime la seguente condizione
sufficiente di ottimalita per un punto interno, condizione che generalizza
quella relativa al caso scalare datain[1]:

%‘5“ xp)e U, VveRY vz0 (7.3.5)

Infine, come diretta conseguenza delle definizioni 7.1.4 e 7.1.5 si hanno
le seguenti condizioni sufficienti di ott1ma11ta in ipotesi di concavita
generalizzata:

Teorema 7.3.3

Si consideri il problema P dove F e' direzionalmente differenziabile in
Xg , € lipschiztiana in un intorno di x, .

1) Se S e' un insieme localmente stellato in x,, intU #& ed F é U-p.cv. in
Xo, allora condizione sufficiente affinche’ x,sia un punto efficiente locale
per P ¢' che risulti

doF .
3y o) & intU, VveD (7.3.6)
ii) Se S ¢' un insieme localmente stellato in x,, U é un cono chiuso ed F é

U-w.p.cv. in x,, allora condizione sufficiente affinche' Xp Sia un punto

efficiente locale per P e’ che risulti

oF 3v %oy e U%, VveD (7.3.7)
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7.4. Condizioni di Ottimalita’ (caso differenziabile)
Si consideri adesso il problema P nell'ipotesi in cui F e' differenziabile
nel punto x,. E' noto che in tali ipotesi F ¢' anche direzionalmente

differenziabile rispetto ad ogni direzione v e risulta JFXO(V)= v (xq)
essendo JFxo la matrice jacobiana di F nel punto x,. Se F e'

differenziabile in un intorno di x,, allora €' anche lipschitziana in un
. : e . oF
intorno di x4 e quindi il Lemma 7.3.1 puo' essere espresso sostituendo 3v
(xp) con JFXO(V).

Faremo vedere adesso che la tesi di tale Lemma puo’ essere estesa anche
nella ipotesi di sola differenziabilita’ nel punto x,, ipotesi che non implica
la lipschitzianita' in un intorno di x,.

Vale il seguente

Lemma 7.4.1
Sia F differenziabile nel punto. Allora per ogni successione {xp} 5 Xy —%g

esiste una sottosuccessione {xnk} con Xp, —* X, tale che

1i xI‘Ik'KO T F(xnk)'F(XO) I ( )
m .- -y =V, m — o = v) .
Xnk_}xo "Xnk-X()” Xnk.__.)xo “Xnk-XO“ FXO
dim.
Pioche' risulta F(x,)-F(x,)= Iy ( )+o( ) Li M
n 0/= Jx,\BnXp)+G(Xpy,Xp), CON XnE:'nXO X, -Xoll
F(x,)-F(x4) X.-Xp 6(X,.Xp)
=0,siha: —— = L .
[1x =Xl Fxo'llx,-x,ll T Axg-xpll Tenuto conto
. Xa~Xo g NPT
che la successione {le i } ¢' limitata e che quindi esiste una sua
n 0
Xn -Xp

. k .
sottosuccessione { e o=l X } convergente ad un elemento v, da cui la
g

tesi.

\ 4
Il precedente Lemma permette di riformulare i Teoremi 7.3.1 e 7.3.2 nel
seguente modo:

Teorema 7.4.1
Si consideri il problema P dove intU #@ ed F ¢' differenziabile in Xg-
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Se x¢ € un punto efficiente locale per P allora
JFX()(V) ¢ intU, VveT(S,x)), v#0. (74.1)

Teorema 7.4.2

Si consideri il problema P dove U é un cono chiuso ed F ¢’ differenziabile

in Xp.

Condizione sufficiente affinche' x,sia punto efficiente locale per P e’ che
JFXD(V) ¢ U, VveT(Sxy), v#0. (7.4.2)

Quando S € un cono chiuso di vertice X, poiché T(S,xy)=S-{x,}=D, le
condizioni (7.4.1) e (7.4.2) valgono V ve D e il Teorema 7.3.3 pud essere
riformulato nel seguente modo:

Teorema 7.4.3
Si consideri il problema P dove F e' differenziabile in Xg
i) Se S €' un insieme localmente stellato in xy, intU #3 ed F & U-p.cv. in
X, allora condizione sufficiente affinche’ x,sia un punto efficiente locale
per P ¢’ che risulti

JFXO(V) ¢ intU, VveD (74.3)
ii) Se S e’ un insieme localmente stellato in x,, U € un cono chiuso ed F &
U-w.p.cv. in x,, allora condizione sufficiente affinche' x, sia un punto

efficiente locale per P e' che risulti
JFXO(V) ¢ U°, VveD (7.4.4)

7.5 Problema multiobiettivo non vincolato

Quando S € un insieme aperto, P diviene un problema non vincolato per il
quale possono essere specificati i risultati del precedente paragrafo.

Vale il seguente Teorema:

Teorema 7.5.1
Si consideri il problema non vincolato P dove S & un insieme aperto, U é
un cono convesso con interno non vuoto ed F é differenziabile in Xp.

Se xo € un punto efficiente locale per P allora
3 ae UR\{0} tale che oa'?JFX0 =0 (7.5.1)
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dim.
Poiché T(S,x,) = R®, la condizione (7.4.1) diviene equivalente alla
seguente:

JFXO(X-XO) ¢ intU, VxeR" (7.5.2)
Sia W la varieta' lineare definita da W={z=JFX0(x-x0) ,xeR"}, La

(7.5.2) ¢’ equivalente a W N intU= @ cosicche' esiste un iperpiano che
separa W e intU tale che a‘JFXO(x-xo) =0, V xe R, e U* \{0} e tale

condizione implica ovviamente olJn =0 .

¢
Il seguente esempio mostra che la condizione (7.5.1) non é in generale
sufficiente a garantire 1'ottimalitd di x, anche nel caso in cui o€ intU*

Esempio 7.5.1

2
Si consideri il problema P dove F(x,,x,)=( xj+ x,, - x,), U= R ed il

punto x, =(0,0). Risulta JFxf,:[ 8 ﬂ » 0y =0 con a'=(1,1), cosicche’

la (7.5.1) e’ verificata ma x, non e' punto efficiente locale in quantoche’
2
Fx,0=(x 0) € R} ¥ x,>0.

Il seguente Teorema evidenzia i diversi ruoli assunti dalla debole
pseudoconcavita e dalla psendoconcavitd nello stabilire condizioni
sufficienti di ottimalita:

Teorema 7.5.2

Si consideri il problema non vincolato P dove S e' un insieme localmente
stellato in x, ed F e’ differenziabile in Xg .

1) Se intU #J ed F é U-p.cv. in X, allora (7.5.1) é una condizione
sufficiente per I’ottimalita di x,,.

ii) Se F € U-w.p.cv. in x,, e la condizione (7.5.1) vale con o intU* allora
Xo € un punto efficiente locale per P .

dim.
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i) Supponiamo per assurdo che esista x*e S tale che F(x*) e F(xo)+U°.
Ll X*
Poiche' F e’ U-p.cv. in xo, si ha Jpy () € intU, d=j

"Xoll i
oct(JF,x0 (d)) >0 e cio' contraddice la (7.5.1).
ii) Supponiamo per assurdo che esista x*e S tale che F(x*) F(x)+U°.

*XO

X -
* ' ' : - 0 —_ " . '
Poiche' F e' U-w.p.cv. in X, si ha JFxo(d) e U, d—llx*-xoll , cosicche

oc‘(JFXO (d)) >0 e cio' contraddice 1a (7.5.1). . ..

cosicche'

L 4

Quando P ¢' un problema lineare multiobiettivo, la ii) del Teorema 7.5.2
puo’ essere ulteriormente specificata; vale al riguardo il seguente
teorema.:

Teorema 7.5.3
Si consideri il problema lineare multiobiettivo non vincolato P, dove U ¢’
un conoe convesso, chiuso e puntato,
Allora x, €' un punto efficiente per P se e solo se

3 oaeintU* tale che OL‘JFXO =0 (7.5.3)
dim.
Se vale 1a (7.5.3) allora la tesi segue dalla ii)h del Teorema 7.5.2 e dal
Corollario 7.2.2 , ricordando che F is U-w.p.cv. in xq.
Se x4 e' un punto efficiente allora F(x) ¢ F(x,) +U% ¥V x € R, e cio'
implica, per la linearita’ della F, che JFXO(X-XO) e U,V xeRD,

cosicche', posto W={z=JFXO(x—XO) , xe R}, siha W n U° = @, ovvero

WU ={0}.

Poiche' W ¢’ un cono convesso chiuso, la tesi segue dalla Proprietd 1.1,
¢

Osservazione 7.5.1

Si osservi che la condizione (7.5.3) €' indipendente da x,in quanto
JFX0=F; conseguentemente una funzione lineare o non ha punti efficienti

interni alla regione ammissibile, oppure ogni punto della regione e'
efficiente (rispetto ad un cono convesso, chiuso € puntato).

37



Vediamo adesso come diviene la condizione espressa nel Teorema 7.4.2
nel caso non vincolato. Si ha

JFXO(X-XO) ¢ U, VxeR} x#x, (7.5.4)
Si osservi che nel caso scalare (s=1,U=R}) la (7.5.4) diviene
VF(xg)(x-Xy)<0 Vx #x,, relazione che non puo' essere ovviamente
verificata. Tale situazione non accade nel caso s>1; vale al riguardo il
seguente Teorema:

Teorema 7.5.4

Si consideri il problema non vincolato P dove U € un cono chiuso ed F €
differenziabile in x,. Se

i) s>n, rank JFXO=n

i) 3 aeintU* tale che a'lp, =0

allora x,¢' punto efficiente locale per P.

dim.

Si deve dimostrare che la (7.5.4) e’ verificata Vx #x,, ovvero che
Txo(X-%0) #0 per X %o, & Jp, (X-X) & U° Vx #x, .

La prima condizione e¢' implicata dalla i) che impone l'unicita’ della
soluzione del sistema lineare omogeneo JFXO(x-x0)=O. Per quanto

riguarda la seconda condizione basta osservare che se esistesse x& R tale
che Jgy (x-Xo) € U° , si avrebbe oc‘JFXO(x-xo) > 0 in quantoche'
ocintU*, e cio’ ¢' assurdo,

¢
L'esempio 7.5.1 mostra che la ii) del Teorema 7.5.4 da sola non

garantisce l'ottimalita’ del punto,mentre il seguente esempio prova che la
classe dei problemi verificanti i) e ii) del Teorema 7.5.4 ' non vuota.

Esempio 7.5.2

Si consideri il problema P dove F(x;,x,))=(X,+X,,X,+2X,, -2X,-3%,), S=R2,
3 11

U=R, . Risulta Jg= 12 % con rankJg=2=n < s=3. La ii) & verificata

per o'=(1, 1, 1).

38



E’ evidente che in questo caso (vedi Osservazione 7.5.1) ogni punto X, di
R? verifica i) e ii) e quindi é efficiente per P.

7.6 Le condizioni di F. John e di Kuhn-Tucker
In questo paragrafo considereremo il problema di estremo vettoriale P
nella seguente formulazione:
P: Umax F(x), xeS={x €Z: G(x) eV}
dove Z c R™ ¢ un insieme aperto, F: Z - R%e G: Z = R™ sono

funzioni continue, s =1, m 2 1,e Uc R® Vo R™ sono coni convessi
chiusi puntati di vertice 1’origine con intU#@, intV2@.

Sia x,, un punto ammissibile e supponiamo senza ledere la generalita che
G(x4) =0 ( quando V= RT, G(x,) =0 significa che x,¢ aderente a tutti i

vincoli e cio non € restrittivo se si tiene conto della continuita della G).

Allo scopo di ottenere una formulazione generale delle condizioni di Fritz
John e di Kuhn-Tucker e , al tempo stesso, di evidenziare il ruolo che
assumono i teoremi di separazione nelle condizioni di ottimalita' e di

regolarita’, consideriamo dapprima il sottospazio lineare
J

F
W={z= { JGXO } (x-xy) , x€R1} ed i coni intUx intV, intUx V, UV,
Xp

Vale il seguente Lemma:

Lemma 7.6.1
1) W (intUX intV)= @  se e solo se

3 0#(0p.00)  ope U*, 0ge V* 1 0p Jp, +0GJg, =0 (7.6.1)

i) W (intUx V)= @ se e solo se
3 0#(0p.05) , ape U0}, age V¥ 1 05 Jp, + 06T, =0 (7.6.2)
iii) Se U e V sono coni poliedrici allora W (U V)= @  se e solo se

3 0(0p0g) , O IntU*, oge V¥ : opJp, +ag TG, =0 (7.6.3)

dim.
i) L'ipotesi implica l'esistenza di un iperpiano di separazione che separa
gli insiemi convessi W e Ux V, per cui esiste (0t,015)#0 tale che:
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OF u+ Ol v 20 V (u,v)eUx V (7.6.4a)

o T (X%o) + 0G Jg (XX0) SOV xeRT (7.6.4b)

Ponendo nella (7.6.4a) rispettivamente v=0, u=0, si ha ope U* € 0ge V¥,
mentre dalla (7.6.4b) si deduce che of Jg, + 0g gy =0.

ii) L'insieme W-(Ux V) e' un cono convesso chiuso [16]. Tenuto conto
della relazione Wn (intUx V)= @ e del fatto che UxV € un cono

convesso chiuso e puntato, si ha

(W-(UxXV)) N (intUxV) = @ (7.6.5)
Di conseguenza ogni iperpiano di supporto nell'origine al cono W-(UxV),
€ anche di separazione [13] tra gli insiemi convessi W-(UxV)e UxV e
quindi verifica la (7.5.4). Se la (7.6.4) fosse verificata solo per o=0 ogni
iperpiano di separazione conterrebbe l'insieme Ux0, e quindi W-(UXV),
che é l'intersezione di tutti i propri iperpiani di supporto [16] ,
conterrebbe intUx0 contraddicendo la (7.6.5).
iii) Ripetendo le considerazioni fatte in ii), si ha ora che W-(UxV) é un
cono convesso chiuso tale che (W-(UxV)N\(UXV)= @ ; di conseguenza
la minima (nel senso dell'inclusione) faccia F del cono poliedrico UXV
che contiene 1'insieme intersezione (W-(UxV))N(UxV) ha intersezione
vuota con UV,
La tesi segue dalla esistenza [13] di un iperpiano di separazione tra
W-(UxV) e UXV la cui intersezione con UXV & costituita dalla sola faccia
F; l'equazione di un tale iperpiano verifica (7.6.4) con o€ intU*,
altrimenti conterrebbe necessariamente un elemento di UV,

L4

Lemma 7.6.2
Sia x, un punto efficiente locale per P. Allora:

i) W (intUX intV)= @ ;

ii) se G ¢' una funzione lineare W (intUx V)= @ ;
iii) se F e G sono funzioni lineari W (U%% V)= & .
dim
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i) Supponiamo per assurdo che esista x*e X tale che JFXO(X*-XO) e intU,
. o POttt xg)-Fxg)
JGXO(X*-XO))E intV . Poiche tl—%]"‘ " = JFXO(X -Xp) €
. GXgHX*-x0)-G(X)
lim

t—0F t

( F(x0+t(x*;xo))-F(Xo) , G (X0+t(x*;X°))'G(X°) )e intUx intV V' t € (0,€),

e cio' implica x=xy+t(x*-x45)e S Vte (0,e), F(x)e F(xy)+intU
contraddicendo la locale efficienza di x,,.

ii), iii) Dimostrazione simile alla i) , tenendo presente la linearita' di F e
G.

= JGXO(X*-X()) ’ esiste €0 tale che

¢
Dal Lemma 7.6.2 ¢ dalla i) del Lemma 7.6.1. si ha il seguente:

Teorema 7.6.1 (Condizioni di ottimalita’ di F. John)
Si consideri il problema multiobiettivo P dove F e G sono differenziabili
in Xg.
Se x, ¢' un punto efficiente locale per P, allora
t t ;.
3 0#(0g.0g) , oge U*, 0;e V¥ i of Trget %6 Tax,=0-

Il seguente Teorema caratterizza alcune classi di funzioni per le quali
(7.6.2) e (7.6.3) divengono condizioni necessarie di ottimalita' :

Teorema 7.6.2
Si consideri il problema multiobiettivo P dove F e G sono differenziabili
in Xgq.
i) Se xo ¢' un punto efficiente locale per P ¢ G €' lineare, allora vale la
(7.6.2).
ii) Se xo €' un punto efficiente locale per P e le funzioni F, G sono
lineari, allora vale 1a (7.6.3) .
dim.
i) Segue dalla ii) del Lemma 7.6.2 tenuto conto della ii) del Lemma
7.6.1.
ii) Segue dalla iii) del Lemma 7.6.2 tenuto conto della iii) del Lemma
7.6.1.

L ]
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Osservazione 7.6.1

Nel caso paretiano U= Ri_ , V= RT , 1a i) del Teorema 7.6.2 implica che

almeno una delle componenti di oe' strettamente positiva nella (7.6.2) e
nel caso scalare (s=1) cio' significa che quando la regione ammissibile &'

definita da vincoli lineari le condizioni di Kuhn-Tucker valgono senza
vincoli di qualifica.

La ii) del Teorema 7.6.2 implica che per un problema lineare
multiobiettivo un punto efficiente e’ anche strettamente efficiente .

Il seguente Teorema evidenzia il ruolo della concavita' generalizzata nello
stabilire condizioni sufficienti di ottimalita':

Teorema 7.6.3

Si consideri il problema multiobiettivo P dove S e' un insieme localmente
stellato in xye le funzioni F e G sono differenziabili in x,.

i) S¢ F ¢' U-w.p.cv. in x5, G €' V-q.cv. in %, € la (7.6.1) vale con
o€ intU*, allora x, €' un punto efficiente locale per P.

ii) Se F e' U-p.cv. in xy, G &' V-q.cv. in x, ¢ 1a (7.6.1) vale con
ope UR{0}, allora x, e' un punto efficiente locale per P.

dim.

i) Supponiamo che esista x*€ S tale che F(x*)e F(x,)+U°. Poiche' F ¢'
U-w.p.cv. in xge G €' V-q.cv. in X, si ha , rispettivamente, JFXO(X*-

x)E U e Jgy (x*-x0)e V € quindi aplp, (x*-%)>0 , 06Ty (%020

in quanto o e intU* e oy € V*. Conseguentemente

af;JFXO(x*-XOHaEJGXO(x*—x0)>0 e cio' contraddice la (7.6.1).

ii) Dimostrazione simile alla i).

¢
QOsservazione 7.5.2
Nel caso scalare la i) e la ii) del Teorema precedente esprimono il fatto
che le condizioni di Kuhn-Tucker divengono sufficienti sotto opportune

ipotesi di concavita' generalizzata; si osservi inoltre che nel caso scalare
o€ URN{0}, ageintU* equivalgono entrambe ad avere op>0. Cio' fa

42



comprendere come, rispetto allo studio delle condizioni di qualifica dei
vincoli, il caso vettoriale si presenti piu' articolato rispetto al caso scalare
in quanto in quest'ultimo si devono solo distinguere i casi 0p=0, 0p>0,
mentre nel caso vettoriale si ha una gamma di casi intermedi tra i casi
limite 0i=0 € o€ intU*,

Tenuto conto di tutto cio’, (7.6.2) e (7.6.3) possono essere interpretate
come possibili formulazioni delle condizioni di Kuhn-Tucker
nell'ottimizzazione vettoriale.
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