Report n.74

Alcune nunove classi di funzioni
concavo-generalizzate

Riccardo CAMBINI

Pisa, settembre 1993

Questa ricerca ¢ stata finanziata in parte dal Ministero dell'Universita e
della Ricerca Scientifica e Tecnologica (fondi 40%)



ALCUNE NUOVE CLASSI DI FUNZIONI
CONCAVO-GENERALIZZATE

RICCARDO CAMBINI
Dipartimento di Statistica ¢ Matematica Applicata all’Economia,
Universita degli Studi di Pisa,

1. Introduzione

In questo lavoro si introducono cinque nuove classi di funzioni concavo-
generalizzate; di esse si studiano le proprieta e le interrelazioni con le classi pill
note in letteratura [2, 12, 13], le cui definizioni, per ragioni di completezza, sono
riportate in nota (1). , |
Pili precisamente, dopo aver evidenziato che le nuove classi sono distinte tra
loro e da quelle delle funzioni concave [8, 9, 14, 15], quasi-concave [1,3,6,7, 16-
18] e pseudo-concave [4, 5, 11, 16, 18], se ne analizza il comportamento dappri-
ma in ipotesi di semicontinuity superiore e poi in ipotesi di continuita,

Nel lavoro si dimostra inoltre il mantenimento di alcune proprietd strutturali
come pure la conservazione delle principali proprieta relative all’ottimizzazione,

1 Sia CcR™ un insieme convesso e sia f:C—R. La funzione f & detta:

concava [cv] se per ogni x,ye C vale Ia condizione: f(x+7..(y-x))2f(x)+l(f(y)~f(x)) Ve (0,1);
strettamente concava [s.cv] se Vx,ye C, xzy, vale la condizione; f(x+?..(y-x))>f(x)+Mf(y)-f(x)) Ve (0,1);
quasi-concava [qev] se per ogni x,ye C vale la condizione: f(yy2f(x) = f+My-x))=zf(x) Ve 0,1y
stretiamente quasi-concava [s.qev] se VxyeC, x2y, vale la: f(yRf(x) = fx+M{y-x))>f(x) Ve {0,1);
semistrettamente quasi-concava [ss.qcv] se Vx,ye C vale la: f(y)>1(x) = fx+A{y-x))>f(x) Vae 0,1);

Fxy)>0t.c. Vie 1
fx+A{y-x))2f(x)+A( 1-MExy)

Strettamente pseudo-concava [s.pcv] se Vx,yeC, Xy, vale la: f(y)2f(x) = f(xi—%u(();?x))jgfzxch\gﬁeﬁf)%&) vy

dove &(x,y) non dipende da A ma soltanto da x ed y.  $i ricorda inoltre che una condizione del tipo A=B
& verificata se e solo se A non & verificata oppure sia A sia B sono verificate.

pseudo-concava [pev] se per ogni x,ye C vale la condizione: f(y)>f(x) =



2. Cinque nuove classi di funzioni concavo-generalizzate

Si osservi preliminarmente che le funzioni concave ¢ sirettamente concave
possono essere definite alternativamente in modo simmetrico rispetto alle fun-
zioni quasi-concave.

Proprieta 2.1 Sia CcR" un insieme convesso e sia £:C-—R,
i) fe&concava se e solo se per ogni x,ye C & verificata la condizione:
32A(x) = fx+My-x)2A)+MEY)-(x)) VAe (0,1);

if) f & strettamente concava se e solo se per ogni x,ye C, xzy, & verificata la

condizione: f(y)2f(x) = f(x+Ay-x))>F(x)+M(f(y)-£(x)) Ve (0,1).
Dim. La necessita dei punti i) e ii) & banale, verifichiamo quindi la sufficienza.
Siano x,ye C qualsiasi, se x=y si ha banalmente f(x+A(y-x))2f(x)+A(F(y)-f(x))
Ve (0,1); si assuma quindi x=#y: se f(y)2f(x) le due tesi sono verificate per
ipotesi, se invece f(x)>f(y) si ha per ipotesi fly+ou(x-y)2f(y)+ou(f(x)-f(y))
Voe(0,1) [£(y+ou(x-y))>f(y)+a(f(x)-f(y)) per il punto 1i}], ovvero posto A=1-g,
Fx+My-x))2E(x)+ME(y)-f(x)) YAe(0,1) (ALY -x))>F )+ A (y)-F(x))]. ¢

La precedente proprietd permette di introdurre le due seguenti ulteriori classi di
funzioni concave.

Definizione 2.1 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—R, feé detta:

semi concava [sm.cv] se per ogni x,ye C vale la condizione:
B)>(x) = f(x+Ay-x)2E)+MEY)£(x)) Ve (0,1);

Semistrettamente concava [ss.cv] se per ogni x,ye C vale la condizione:
fy)>f(x) = FO+Ay-x)>F (X )+ A K(y)-£(x)) VAe(0,1).,

Analogamente alle funzioni concave, f & detta semi convessa o semistretiamente
convessa se -f & rispettivamente semi concava 0 semistrettamente concava.
Anche la definizione di funzione quasi-concava e strettamente quasi-concava
pud essere “alleggerita” esigendo che la condizione f(x+A(y-x))>f(x) Ve 0,1)
(“>” per la stretta qQuasi-concavitd) valga per ogni coppia di punti tali che
f(y)>f(x) oppure tali che f(y)=f(x). Per simmetria possiamo cosi definire le
seguenti tre ulteriori classi di funzioni quasi-concave.



Definizione 2.2 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—-R. feé detta:

semi quasi-concava [sm.qcv] se per ogni x,ye C vale la condizione:
f(y)>f(x) = f(x+M(y-x))2f(x) YAe(0,1);

quasi-concava generalizzata [g.qcv] se Vx,ye C vale la condizione:
f(y)=f(x) = f(x+A(y-x))2f(x) VAe(0,1);

Streftamente quasi-concava generalizzata [gs.qcv] se Vx,ye C, X#y, si ha:
f(y)=f(x) = f(x+My-x))>f(x) Ve ©,1).

3. Relazioni tra le classi

Si dimostrano per esteso solamente le relazioni intercorrenti tra le funzioni semi
concave e quelle pseudo-concave ¢ tra le funzioni strettamente concave e quel-
le strettamente pseudo-concave, dal momento che le altre relazioni si possono
dedurre direttamente dalle definizioni. Si inizia con lo studio delle implicazioni
esistenti tra la nuova classe delle funzioni semi concave e quelle delle funzioni
pseudo-concave e strettamente pseudo-concave.,

Teorema 3.1 Sia CcR™ un insieme convesso e sia f:C—NR.
) Sef & semi concava allora & anche pseudo-concava.
if) Sefé& semi concava ed inoltre Vx,ye C, xzy, tali che f(y)=f(x) Ire (0,1) tale
che f(x+A(y-x))>f(x)=f(y) allora & anche strettamente pseudo-concava,
Dim. i) Si supponga per assurdo che 1a funzione f sia semi concava ma non
pseudo-concava e quindi 3x,ye C tali che f(y)>f(x) e VE(x,y)>0 The (0,1) tale
che f(x+l(y-x))<f(x)+1( L-MEX,Y)<E()+AE(X,y). In particolare per il valore reale
E(x,y)=f(y)-f(x)>0 The (0,1) tale che F(x+A0y-x))<E)+AECy)-£(x)), disuguaglian-
za assurda per la semi concavita della funzione f,
it) Per il punto precedente f, essendo semi concava, risulta pseudo-concava;
per verificarne quindi la stretta pseudo-concavita si deve solamente dimostrare
che Vx,ye C, xzy, tali che f(y)=f(x) esiste un reale E(x,y)>0 tale che per ogni
Ae(0,1) risulta fx+A(y-x)2E(x)+A(1-L)E(x,y). Per ipotesi 3Ae (0,1) tale che
f(x+My-x))>f(x)=f(y); essendo f sm.cv nell’intervallo di estremi x e Z=X+A(y-x)

st ha che f(+ou(x+2(y-x)-x))2f(x)+0uf(z)-f(x)) Vo (0,1) ovvero, posto a:%;

f(X+7U(y-x))X(x)+%l(f(z)—f(x))>f(x)+ %Ml-l)(f(z)—f(x)) Ve (0R);



analogamente essendo f sm.cv nell’intervallo di estremi y e z=x+A(y-x) si ha che

£(y-+ou(x+ Ry-x)-y))2(y H+oi(z)-£(y)) Voue (0,1) ovvero, posto a—l“%

f(X+MY-X))2f(X)+ ﬁ (f(l)"f(X))>f(X)+ i“i M1-M(f(z)-f(x)) VAe (R1).

Posto quindi k=min{ 51_;11_1 }>0, per quanto sopra dimostrato risulta:

f(x+My-x)>E(x)+HKA(1-AXE(2)-f(x)) VAe (0,1), A=k,
tale condizione perd vale anche per A=A, dal momento che per costruzione &
X(l ) ‘X(l (1R
kA(1-R2)=
MI-Ry=m X 1-A
Pertanto, posto £(x,y)=k{f(x+A(y-x))-f(x))>0, risulta:

fx+My-x)>f(x)+M1-ME(x,y) VAe (0,1),
da cui segue la stretta pseudo-concavita di f. ¢

}<— da cui si ottiene f(z)>f(x)+kA(1-A)(f(2)-f(x)).

Si osservi che per il precedente teorema una qualsiasi funzione concava priva di
tratti costanti & strettamente pseudo-concava; esso inoltre permette di determi-
nare la relazione esistente tra le funzioni strettamente concave e quelle stretta-
mente pseudo-concave, risultato noto e banale sotto ipotesi di differenziabilita
della funzione, ma non immediato per funzioni qualsiasi.

Corollario 3.1 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—R.

Se f & strettamente concava allora & anche strettamente pseudo-concava.

Dim. Se fé s.cv allora & anche sm.cv (vedi diagramma 1), inoltre Vx,ye C, xzy,
tali che f(y)=f(x) risulta f(x+A(y-x))>f(x)+Mf(y)-f(x))=f(x) Ve (0,1). Tutte le
ipotesi del punto ii) del teorema 3.1 sono soddisfatte e quindi f & s.pcv. L



Le relazioni intercorrenti tra le varie classi di funzioni concavo-generalizzate
sono rappresentate graficamente nel seguente diagramma ).

gqcvl o lqev| < smqcv

U Y. W
gs.qcv] o [sqecv| c |ssgev qcv
V v U
scv| < |spev| < |pev b
U

cv C |SINCV

) ¥
s.CV| ¢ |ss.cv

diagramma 1

I seguenti esempi mostrano che le inclusioni tra le varie classi di funzioni quasi-
concave e concave sono proprie; altre inclusioni saranno analizzate in seguito.

Esempi 3.1 ‘

) 0 per x#0,1 . . . . .

) fx)=1 per x=01 ° questa funzione & semi quasi-concava ma non € né g.qcv
(e quindi neanche qcv) né ss.qcv; |

.. 0 per xz0 L - .

i) f(x)= per x=0 * questa funzione & gcv (e quindi sm.gcv € g.qev) ma non €
né ss.qcv né gs.qev (e quindi neanche s.gev);

0 per x#0 . N . g

iii) f(x)=) 1 per x=0 ° questa funzione & ss.cv (e quindi sm.cv, $s.qcv, sm.qcv)

iv)

ma non & g.qcv (e quindi neanche qcv né s.qcv né gs.qcir né cv né s.cv);
f(x)=[x]: la funzione “parte intera di x” risulta qcv (e quindi sm.qcv e
g.qcv) ma non ss.qcv né gs.qev (e quindi neanche s.qcv);
0 perx=
f(x)={ 1 per x€[0,1[ : questa funzione & g.qcv ma non & né gs.qev (e quindi
2 per xe 11,2}

neanche s.qcv) né sm.qcv (e quindi neanche qcv né ss.qcv);

2 11 simbolo c indica che la classe A & contenuta nella classe B,



vi) f(x)z{x per xe l]r(;{ 5[ x+] - questa funzione & gs.qvc ma non & sm.qcv (e

qu1nd1 neanche qcv, s.qcv, $s.qcv),
vii) f(x)=k: la funzione costante & ss.cv ma non & s.pcv e quindi neanche s.cv;
viii) f(x)=x: 1a funzione identitd & cv, ¢ quindi anche sm.cv, ma non & ss.cv, e
quindi neanche s.cv.

La seguente proprietd mostra come la quasi-concavita di una funzione si possa
esprimere per mezzo delle nuove classi introdotte.

Proprieta 3.1 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—>NR.

La funzione f & quasi-concava se e solo se & sia semi quasi-concava sia quasi-
concava generalizzata.
Dim. L’equivalenza segue direttamente dalle definizioni. 4

Una proprieta analoga alla 3.1 vale anche per le funzioni strettamente quasi-
concave; tali funzioni perd possono essere ulteriormente caratterizzate per mez-

zo delle nuove classi introdotte, evidenziando I’importanza del comportamento
della funzione in corrispondenza dei punti x,ye C per i quali f(y)=f(x).

Vale al riguardo il seguente teorema.

Teorema 3.2 Sia CcR™ un insieme convesso e sia f:C—R; le seguenti condi-

zioni sono equivalenti:

i) fé& strettamente quasi-concava;

i) fe sia semi quasi-concava sia strettamente quasi-concava generalizzata,

i) f & sia semistrettamente quasi-concava sia quasi-concava generalizzata ed
inoltre Ax,ye C, xzy, tali che f(y)=f(x)=t(x+A(y-x)) VA (0,1).

Dim. i)=1i) Segue direttamente dalle definizioni (diagramma 1).

ii)=>iii) Essendo f gs.qcv per definizione & anche g.qcv ed inoltre Zx,yeC,

xz#y, tali che f(y)=f(x)=f(x+A(y-x)) VA€ (0,1). Si supponga adesso per assurdo

che f sia sm.qcv ma non ss.qcv e che quindi esistano due punti X,ye C ed un

valore reale Ae (0,1) tali che f(F)>f(X)=f(X+AJ-X)); applicando la definizione di

funzione gs.qcv all’intervallo di estremi X e X+A(¥-X) si ha che f(X+MF-X)>f(X)

VYie(O,R), sia quindi Xe(0,A) tale che f(X+A(T-R)>f(X); se f(X+AT-X))=(F),

applicando la definizione di funzione gs.qcv all’intervallo di estremi X+A(3-X)

ed ¥, risulta che f(X+MF-%))>1(F) VAe (X,1), condizione assurda essendo Xe(X1).



Sia quindi f(X+A(F-X)=(¥); applicando la definizione di funzione sm.qcv all’in-
tervallo di estremi § e X+M¥-X) risulta che:
&+ A(y-X))2min £+ AF-RNH@)=EF+A(T-R) Yre(Ll),

condizione nuovamente assurda dal momento che Ae (7‘:,1).

iii)=i) Si supponga per assurdo che f sia ss.qcv e g.qcv ma non s.gev e che
quindi esistano due punti X,ye C ed un Xe (0,1) tali che £(§)=f(X)=fF+A(F-X)).
Per la definizione di funzione g.qcv applicata all’intervallo di estremi X ed
risulta fX+AF-X))=(X) VA& (0,1); dal momento quindi che per ipotesi Ia funzio-
ne f non pud essere costante nell’intervallo di estremi X ed ¥, deve esistere un
reale Ac(0,1), A#A, tale che f(X+A(y-%))>f(X)=f(¥); applicando allora la definizio-
ne di funzione ss.qev all’intervallo di estremi ¥ ed X+A(¥-X) ed a quello di estre-
mi X ed X+A(J-X) si ha che fZ+A(F-R))>(X)={F)=fZ+M(F-X)) VA (0,1), A=,
condizione assurda dal momento che Ae(0,1), A#A. *

4. Proprieta delle nuove classt

Relativamente alle nuove classi di funzioni introdotte, &€ possibile determinare
numerose proprictd riguardanti la composizione di funzioni ed i punti di
massimo globale.

Teorema 4.1 Sia CcR" un insieme convesso ¢ sia f:C—R una funzione a
valori reali. f & costante se e solo se & sia semistrettamente concava sia semistret-
tamente convessa.

Dim. Se f ¢ costante la tesi & ovvia in quanto non accade mai che f(y)>f(x),
viceversa si supponga per assurdo che f non sia costante e che quindi esistano
due punti x,ye C tali che f(y)>f(x); essendo f sia semistrettamente concava sia

semistrettamente convessa risulta:
FxAMy-x))E)+HAE(Y)-x)>(x+A(y-x)) Ve (0,1),
condizione banalmente assurda. ¢

Analogamente a quanto accade per la classe delle funzioni concave, queste
nuove classi sono chiuse rispetto alle trasformazioni crescenti concave.



Teorema 4.2 Sia f:C—R, con CcR" insieme convesso, una funzione a valori
reali, sia g:f(C)—R una funzione concava e sia F=g°f:C—R la corrispondente
funzione composta. Risulta:
i) sef & semiconcava e g € nondecrescente allora F & semi concava;
i) se f € semistrettamente concava e g € crescente allora F & semistrettamente

concava.
Dim. i) Siano x,ye C tali che F(y)>F(x), ovvero tali che g(f(y))>g(f(x)); la non-
decrescenza di g implica che f(y)>f(x), tale condizione a sua volta implica, per la
semi concavita di f, f(x+A(y-x))=f(x)+M{(y)-f(x)) VAe (0,1) da cui si ottiene, per
la nondecrescenza e la concavita di g:

g(f(x+A(y-x)N2g (ER)+HMECY)-Fx))2g (M E(y)-g(E(x))) VA& (0,1),

ovvero F(x+Ay-x))2F(x)+MF(y)-F(x)) VAe (0,1), da cui 1a tesi.
ii) Analoga alla dimostrazione del punto ii). ¢

Le funzioni quasi-concave introdotte verificano delle interessanti proprieta
relative ai problemi di massimo del tipo P:{max f(x), xe C}, dove C & un insicme
convesso ed £:C—R & una funzione a valori reali, il cui insieme delle soluzioni
ottime sara denotato con S. Come & noto la convessita dell’insieme S dei
massimi globali & garantita dalla classe delle funzioni quasi-concave; in realta &
sufficiente che le funzioni siano quasi-concave generalizzate.

Teorema 4.3 Sia CcR" un insieme convesso e sia f:C—NR.

) Se f ¢ quasi-concava generalizzata ed S#@ allora S & convesso.

if) Se f & strettamente quasi-concava generalizzata ed S#(@ allora S & costitu-
ito da un solo punto.

Dim. i) Siano x,ye S; poiché f(y)=f(x) per I’ipotesi di quasi-concaviti

generalizzata risulta f(x+M\(y-x))2f(x)=f(y) VAe(0,1) e quindi, per ’ottimalita di x

ed y, deve necessariamente essere f(x+A(y-x))=f(x)=f(y) ¥Ae (0,1) da cui la tesi.

ii)  Se per assurdo esistessero due punti distinti x,ye S allora, essendo f

strettamente quasi-concava generalizzata ed essendo f(y)=f(x), avremmo

f(x+A(y-x))>f(x) VAe (0,1) il che & assurdo dal momento che f(x) & il massimo

valore che la funzione pud per ipotesi assumere. ‘ +

Per sottolineare il teorema precedente si considerino le seguenti funzioni.



Esempi 4.1
0 per x20

n f(x)[ 4 per x=0 * © Sm.qcv ma non g.qev, ogni punto x20 ¢ di massimo
globale e quindi S non & convesso; in assenza di ipotesi di quasi-concavit
generalizzata quindi niente si pud dire sulla convessita dell’insieme S.

0 r x=1
i) f(x)=} 1 perxe[0,1 : & g.qcv ma non qev ed il suo insieme S dei massimi
2 perxe il 2]
globali & convesso; la classe delle funzioni quasi-concave generalizzate
raccoglie quindi, rispetto a quella delle quasi-concave, un maggior numero
di funzioni aventi un insieme S convesso.

Come & noto, se f:C-R, con CcR® insieme convesso, & una funzione semistret-
tamente quasi-concava allora un punto di massimo locale ¢ anche un punto di
massimo globale, se € strettamente quasi-concava allora un punto di massimo
locale ¢ anche 1'unico punto di massimo globale, mentre se & quasi-concava
allora un punto di massimo locale stretto ¢ anche ’'unico punto di massimo
globale. La nuova classe delle funzioni semi quasi-concave permette di comple-
tare questo panorama relativo all’ottimalitd globale di un massimo locale, come &
mostrato nel seguente teorema.

Teorema 4.4 Sia CcR" un convesso ed f:C—NR una funzione a valori reali.

Se f & semi quasi-concava allora un punto di massimo locale stretto & anche un
punto di massimo globale di f su C.

Dim. Supponiamo per assurdo che xe C sia un punto di massimo locale stretto
ma non globale ¢ che quindi esista un punto ye C tale che f(y)>f(x); per la semi
quasi-concavita di f abbiamo f(x+A(y-x))2f(x) VAie (0,1) e ¢id & assurdo dal
momento che nega la stretta ottimalita locale di x. .

Per puntualizzare meglio il ruolo svolto dalla concavita generalizzata nell’otti-
malita globale di un punto si osservino le seguenti funzioni.

Esempi 4.2
0 per x#0 |

) f(x)=) per x=0 : € eV (e quindi sm.qcv) ma non ss.qcv, ogni punto x20 &
di massimo locale non stretto ma non & di massimo globale; si osservi quindi
che senza I'ipotesi di semistretta quasi-concaviti niente si pud dire sull’otti-
malita globale di un massimo locale non stretto.



i) f(x)% (1) II)):; ﬁg’]ll : € sm.qcv ma non qcv; 1 punti x=0,1 sono sia di massimo

locale stretto sia di massimo globale (che non ¢ quindi unico); si pud quindi
notare come sia fondamentale Pipotesi di quasi-concavity per avere un
unico massimo globale.

Come & noto ogni trasformazione nondecrescente di una funzione quasi-conca-
va € ancora quasi-concava, mentre ogni trasformazione crescente dj una funzio-
ne strettamente [semistrettamente) quasi-concava & ancora strettamente
[semistrettamente] quasi-concava. Tali risultati valgono anche per le nuove
classi introdotte.

Teorema 4.5 Sia f:C—>R, con CcR™ insieme convesso, una funzione a valori
reali, sia g:f(C)—R una funzione nondecrescente e sia F=g°f:C—>N la corrispon-
dente funzione composta.

Se f & semi quasi-concava allora anche F ¢ semi quasi-concava,

Dim. Siano x,ye C tali che s(t(y))>g(f(x)), per la nondecrescenza di g risulta
f(y)>f(x); poiché f & Sm.qcv segue quindi che f(x+A(y-x))=f(x) Ve (0,1) da cui,
sempre per la nondecrescenza dij g, si ha g(f(x+).(y~x)))2g(f(x)) Yie(0,1), la
funzione F & quindi sm.qcv, .

Teorema 4.6 Sia £:C-R, con Ccxn insieme convesso, una funzione a valori
reali, sia g:f(C)—>R una funzione crescente € sia F=g°f:C—R 1a corrispondente
funzione composta.

Se f & [strettamente] quasi-concava generalizzata allora anche F & [strettamente)]
quasi-concava generalizzata.

Dim. Sia g(f(y))=g(f(x)), cid implica per Ia crescenza di g che f(y)=f(x). Se f &
g.qev si ha f(x+A(y-x))2f(x) Ve (0,1) e percid, per la crescenza di g, risulta
s(f(x+AMy-x))2g(f(x)) Ve (0,1), ovvero F & g.qev: se invece f & gs.qcv si ha
fx+A(y-x))>f(x) Ve (0,1) e quindi, per la crescenza di g, risulta necessariamente
EE+AMy-x))>g(f(x)) Vre (0,1), ovvero F 2 gs.qev. ¢

10



5. Relazioni tra le classi in ipotesi di semicontinuity superiore

In questo paragrafo sj analizzeranno le relazioni tra le varie classi in ipotesi di
semicontinuitd superiore dellg funzione.
Sotto tale ipotesi vale il Seguente noto risultato dovuto a Karamardian [10].

Teorema 5.1 Siy CcR™ un insieme convesso e sia f:C—R una funzione
semicontinua superiormente,
Se f & semistrettamente quasi-concava allora & anche quasi-concava.

Relativamente alla classe delle funzioni semj concave vale il seguente teorema.

Dim. Poichéla sufficienza & banale sj deve solo dimostrare che, sotto ipotesi di
semicontinuita superiore, una funzione sm.cy & anche cv ovvero che, per 1a pro-
prietd 2.1, Vx,ye C, x#y, tali che f(y)=f(x) si ha f(x+9L(y-x))2f(x)+k(f(y)-f(x))=f(x)
VA< (0,1); in altre parole si deve verificare che fe g.qev. Ogni funzione sm.cv &

anche ss.qcv (vedasi diagramma 1), per il corollario 5.1 quindi f & anche gcv e
quindi g.qcv, da cui la tesi. ¢

L’ipotesi di semicontinuita superiore permette inoltre dj caratterizzare in modo
semplice le funzioni che differenziano 1a classe delle funzioni semistrettamente
concave da quella delle Strettamente concave.

te concava oppure costante.
Dim. Sefg strettamente concava Oppure costante & banalmente semistretta-
mente concava, Si supponga adesso che Ia f sia ss.cv ma non s.cy ovvero che,
per la proprieta 2.1, esistano due punti X¥eC, X2V, tali che £(¥)=£(X) ed esista un
A& (0,1) tale che f(i“+7L(?—i))Sf(‘x)+X(f(y)—f(i))=f(3{‘); per I'ipotesi di superiore
semicontinuiti f, essendo §8.cv, & anche qev e quindi poiché f(9)=f(X) risulta che
f(“i+-k(?—i‘))2f(‘i) Ve (0,1), di conscguenza deve essere f(i+x(“y—i))=f(5(“).

Si supponga adesso Per assurdo che f non sia costante ed esista un xe((),?[)
Ae (A1)] tale che f(i‘+I(y~'i))>f(‘X)=f(3/‘)=f()‘(+)T(“}hi)); applicando la definizione
di funzione ss.cv nej segmento di estremj z=‘i+')\',(‘—i') edy [R'+X(?—‘X) ed X] si ha:
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£(§+0(z-9))>(F)+ouf(2)-FF)>HF)=FX+A(F-X)) Voe(0,1)
[f(X+0U(z-R))>H(X)+ 0 £(z)-£(R))>H(R) =F(X+ (F-X)) Ve (0,1)],
da cui si ottiene, posto A=1-0(1-X) [A=ak], fR+MF-R)>H(X+X(¥-X)) VAe (L.1)
[VAe (0,0)], condizione assurda poiché Xe (,1) [e (0,X)]. *

Le relazioni intercorrenti tra le funzioni concavo-generalizzate sono quindi,
sotto ipotesi di superiore semicontinuita, quelle espresse dal diagramma 2.

sm.qcv

| .

gqcv| o qcv
U ) W
gs.qevl o | s.qev c ss.qcv
(. U
s.pcv c | pev
U U

S.CV | < [ss.cv] < [cv=smicv

diagramma 2

Per verificare che tutte le classi di funzioni quasi-concave sono ancora distinte
I'una dall’altra si considerino i seguenti esempi.

Esempi 5.1
, 0 -1,1
) f(x) 1 gﬁ ;{:% 1 1{ : questa funzione & sm.qcv ma non & g.qev (e quindi
neanche qev);
rxel-1,1
ii) f(x)={x +3 perxl::[ 22}’ mg 11 questa funzione & g.qcv ma non & né
gs.qcv né sm.qcv (e quindi neanche qev);
-Ix| perxej-1,1[
iif) f(x)= +3 perxe[-2,2], xg]-1,1 * questa funzione & gs.qcv (e quindi anche

g.qcv) ma non & sm.qev (e quindi neanche qcv, s.qcv, §s.qev).
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6. Relazioni tra le classi in ipotesi di continuita

In questo paragrafo si vedra come, in ipotesi di conuinuita, le tre nuove classi di
funzioni quasi-concave introdotte coincidono con quelle note.

Teorema 6.1 Sia CcR™ un insieme convesso e sia f:C—R una funzione
continua. Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) f € quasi-concava generalizzata;

ii) f & quasi-concava;

iii) f ¢ semi quasi-concava.

Dim. i)=>ii) Si supponga per assurdo che f sia g.qcv ma non qcv e che quindi
esistano due punti X,ye C ed un reale X (0,1) tali che f(7)>f(X)>{(X+M(¥-X)). Per
la continuitd di f deve esistere un punto X+MY-X), Ae A1), appaftenente al
segmento di estremi X+A(y-X) ed ¥, tale che f(R+X(Y-X)=((%); applicando quindi
la definizione di funzione g.qcv al segmento di estremi X ed X+A(y-%) risulta che
fR+AMY-RN2ER)>H(X+M(F-X)) VA& (0,X), condizione assurda poiché T (O,1).
ii)=iil) Segue direttamente dalle definizioni (diagramma 1).

iii)=i) Si supponga per assurdo che f sia sm.qcv ma non g.qcv e che quindi
esistano due punti X,y C ed un reale e (0,1) tali che t(@=FfF)>1(X+A(7-X)). Per
la continuitd di f deve esistere un punto Tc+X(‘y-i), Xe@ 1), appartenente al
segmento di estremi X+A(3-X) ed 3, tale che £(F)=f(X)>f(X+A(T-R)>HX+A(F-X));
applicando quindi al segmento di estremi X+A(y-%) ed X la definizione di funzio-
ne sm.gev risulta che f(‘)‘i+?u("y—i))2f(i+X(7—i))>f(i+X(?—i)) Ve (0,%), disugua-

glianza assurda dal momento che xe (0,X). *

Si osservi che gia in [18] & stata notata I’equivalenza tra la classe delle funzioni
quasi-concave e quella delle semi quasi-concave, senza perd definire
esplicitamente quest’ultima.

Teorema 6.2 Sia CcR™ un insieme convesso e sia f:C—R una funzione

continua. f & strettamente quasi-concava generalizzata se e solo se & stretta-
mente quasi-concava.

Dim. Direttamente dalle definizioni segue che una funzione s.qcv & anche
gs.gev. Si supponga adesso per assurdo che f sia £s.qcv ma non s.qcv e che
quindi esistano-due punti x,ye C ed un Xe(0,1) tali che £(Y)>(R)2A(X+A(7-X)); si
osservi che f, essendo gs.qcv, & anche g-qcv (diagramma 1) e quindi per il teore-
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ma 6.1 & qcv, di conseguenza poiché f(§)>£(x) risulta f(X+MF-X))2f(X) YA (0,1)
e quindi deve essere f(§)>{(X)=f(X+A(F-X)). Applicando la definizione di funzio-
ne gs.qev all’intervallo di estremi X ed X+A(3-X) si ha f(X+A(7-%))>£(X) VAe o,n),
sia quindi Xe(0,%) tale che f(x+X(Y-X))>E(X)=f(R+A(Y-X)): applicando adesso la
definizione di funzione gev all’intervallo di estremi x+I(7:x) ed ¥ si ottiene che
fx+MF-R)2min {f(R+X(F-R)AF) }>ER)={(X+A(7-X)) Ve (X,1), disuguaglianza
assurda dal momento che Xe (X,1). ¢

Le relazioni intercorrenti tra le funzioni concavo-generalizzate divengono
quindi, sotto ipotesi di continuitd, quelle espresse dal seguente diagramma,

£.qCv =qCv = sm.qev

) U
gs.qcv =s.qev c 8S.qCV

U SR,
s.pcv c pcv
U U

S.CV | < | SS.CV | < | cv=sm.cy

 diagramma 3

Si ricorda adesso, con alcuni esempi di funzioni continue a valori reali e definite
su tutto 1’insieme dei reali, che le varie inclusioni sono proprie.

Esempi 6.1

) f(x)=k, ke R: la funzione costante & semistrettamente concava (e quindi cv,
pev, ss.qev ed anche qev) ma non strettamente quasi-concava (e quindi
neanche s.pcv né s.cv);

i) f(x)=x:la funzione identica & concava (e quindi pev, ss.qev ed anche gcv) e
strettamente pseudo-concava ma non semistrettamente concava (e quindi
neanche s.cv);

) f(x)=eX: la funzione esponenziale risulta strettamente pseudo-concava (e
quindi anche pcv) ma non & concava (e quindi neanche s.cv);

. N

iv) f(x)=e** & strettamente pseudo-concava ma non strettamente concava;
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-x2 < . .
V) f(x)z[el gg; ;((;8 - questa ¢ una funzione pseudo-concava ma non stretta-

mente pseudo-concava;

vi) f(x)=x3: & strettamente quasi-concava (e quindi anche $S.qCV) ma non &
pseudo-concava (e quindi neanche s.pcv);

vii) f(x)=x+x3: & una funzione pseudo-concava ma non concava;

viit) f(x)=x+IxI: & quasi-concava che non & né semistrettamente quasi-concava

n¢ strettamente quasi-concava;
2
. X< perx=0 | . .
. n rettamente uasi-concava ma non
ix) f(x):[_xg per x<Q ° © una funzione strett q

strettamente pSGlldO—COIlC&VEl;

x2 per x20 | . . :
x) f(x)= 0 per x<( ‘ ©quasi-concava ma non semistrettamente quasi-concava;

-x2  per x<0
xi) f(x)= O perxe[0,1] : 3 una funzione semistrettamente quasi-concava
~(x-1)* per x>1

na non strettamente quasi-concava.
xii) f(x)=-x*: & una funzione strettamente concava;
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