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1. Introduzione

In questo lavoro si determinano alcune condizioni necessarie e sufficienti di
ottimalitd per un problema di estremo vettoriale, che permettono di caratterizzare
punti localmente efficienti, debolmente efficienti oppure strettamente efficienti;
I’approccio seguito estende quello proposto in [3] e poi ripreso in {2].

Le condizioni di ottimalitd sono espresse tramite 1’appartenenza ad un
opportuno cono di riferimento C delle derivate direzionali della funzione
obiettivo rispetto alle direzioni appartenenti al cono tangente alla regione
ammissibile nel punto preso in esame.

In questo lavoro sono inoltre introdotte nuove classi di funzioni vettoriali
concavo-generalizzate, che estendono quelle definite in [2, 4], evidenziando il
ruolo di ciascuna di esse nell’ottimizzazione vettoriale. In particolare, per
ciascuno dei tre tipi introdotti di efficienza, vengono messe in relazione
I’ottimalita locale e globale di un punto, viene analizzata 1’ottimalita di “punti
critici vettoriali” ed infine viene confrontata I’ottimalita locale con I’ottimalita
rispetto alle direzioni ammissibili,



2. Generalita

Si consideri il seguente problema di estremo vettoriale:
C_max F(x)
P: {

XeS

dove F & una funzione vettoriale F:A—>R™, con A aperto di R, ScA ¢ la regione
ammissibile del problema e CCR™ & un cono chiuso di vertice I’ origine ed inter-
no non vuoto.

In questo lavoro saranno esaminati tre diversi tipi di efficienza, indotti dal cono
C, dal cono C privato dell’origine e dall’interno del cono C, in accordo con la
seguente definizione: '

Definizione 2.1 Si consideri il problema P e si ponga C°=C\{0} e C®=int(C).
Un punto xge S sard detto:

i) C%-efficiente ovvero efficiente debole se flye S tale che F(y)e F(x0)+C°0,

i)y Cl%efficiente ovvero efficiente se Aye S tale che F(y)e F(xg)+C?,

iii) C-efficiente ovvero efficiente stretto se Bye S, y#x,, tale che F(y)e F(xy)+C.
Un punto x¢e S sara altresi detto localmente efficiente [debole, stretto] se esiste
un intorno I di x,, per cui le precedenti proprieta sono verificate in INS.

Ovviamente se xge S & efficiente stretto & anche efficiente e se & efficiente &
anche efficiente debole (poiché C®cClcC).

In seguito, per esprimere in modo conciso ¢ formale piil risultati, sara utilizzata la
notazione C*-efficiente, con C*e {C,C°%C™}, per denotare che si considera una
qualsiasi delle tre definizioni di efficienza.

Nell’approccio che verra seguito per caratterizzare la C*-efficienza di un punto
Xy, sarid necessario studiare, a partlre da una successione {x, }cS\{x,} conver-

X0
gente ad x; e tale che lim "Xk Xl I““d l’esnstenza del limite della successione

k—34oo
Fx)-F(xg)

XXl L’importanza della classe di funzioni che sara di seguito definita,

sta nel fatto che per esse un tale limite esiste ed & uguale alla derivata direzionale
rispetto alla direzione d della funzione F nel punto x,.



Definizione 2.1 Si consideri una funzione vettoriale F:A—R™, con AcR"
aperto, direzionalmente derivabile in un punto x,e A.
F & detta direzionalmente derivabile con regolarita inx, se:

F(xgHh)-F
=500 1)

. h .
hh—%"h”—d mellca Py

La condizione (2.1) & piu forte della derivabilitd direzionale e piu debole della
differenziabilitd, come mostra il seguente teorema, la cui dimostrazione & analoga
a quelia presentata in [3] per il caso scalare e si pud ritrovare anche in [2].

Teorema 2.1 Si consideri una funzione vettoriale F:A—R™, con ACR" aperto,
ed un punto xy€ A. Se vale almeno una delle seguenti condizioni:

i) F ¢ direzionalmente derivabile e localmente Lipschitziana in Xo (1,

i) F e differenziabile in x,,,

allora F & direzionalmente derivabile con regolarita in x, .

I seguenti esempi evidenziano come la classe delle funzioni direzionalmente de-
rivabili con regolarita sia pid generale della classe di funzioni differenziabili e
della classe di funzioni direzionalmente derivabili e localmente Lipschitziane;
mostreranno inoltre come anche queste ultime due classi siano distinte tra loro.

Esempi 2.1 Si considerino le seguenti funzioni scalari definite su tutto I’insieme
dei reali: f(x):{ VixP sin; per x0 , g(x)=Ixl ed h(x)=f(x)+g(X).
0 er x=0

Tutte e tre le funzioni sono direzionalmente derivabili con regolarita in xi=0; in
particolare la funzione f & in xy=0 differenziabile ma non localmente Lipschitzia-
na, la funzione g & in x4=0 direzionalmente derivabile e localmente Lipschitziana
ma non differenziabile, mentre la funzione h & direzionalmente derivabile ma non
¢ né localmente Lipschitziana né differenziabile.

1 Si ricordi che F:A—»R™, con ACR" aperto, & detta localmente Lipschitziana in un punto x3e A se

esiste un intorno UcA di x; ed una costante reale L>0 tale che If(x)-fiylI<Liix-yll ¥x,ye U.



3. Condizioni di efficienza locale

In questo paragrafo la C*-efficienza di un punto x, sard caratterizzata per
mezzo delle direzioni di T(S,x,), cono tangente alla regione ammissibile S nel
punto x, [1]; I'approccio segunito & analogo a quello proposto in [2, 3] e
permette di estenderne i risultati. Il cono T(S,x,) pud essere espresso nella

seguente forma piil utile ai fini di questo lavoro (?):

Definizione 3.2 Dato un insieme non vuoto SCK" ed un punto x, appartenen-
te alla chiusura di S, si dice cono tangente ad S nel punto x, il cono T(S,x,) di

vertice 1’ origine definito come:

T(S,x)=(0}Uu{xe R": x=Ad, A>0, de 1)},

dove D, denota I’insieme delle direzioni di T(S,x,), ovvero:

‘ . XX
Dy=(de R I S\xo}, 1%, d=,lim e =)

Osservazione 3.1 Nel caso in cui la regione ammissibile S sia costituita dal solo
punto x,, si ha T(S,xy)={0} e D;=@; in tale situazione x, & ovviamente punto
efficiente stretto del problema. Per evitare questo caso banale si supporra in
seguito che x, sia punto di accumulazione per S o, equivalentemente, che sia
D#4; sotto tale ipotesi il cono tangente si pud pertanto esprimere nella forma:

T(S xg)={xe R": x=Ad, A>0, de D }.

Come & stato puntualizzato in [3], non vi & alcuna relazione tra la C*-efficienza
locale di un punto rispetto alla regione ammissibile ¢ la sua C*-efficienza rispetto
al cono tangente T(S,x,) oppure rispetto alle singole direzioni del cono
tangente. _

Per poter caratterizzare la C*-efficienza del punto sard pertanto necessario ap-
profondire lo studio della funzione obiettivo relativamente a quelle direzioni del
cono tangente che “creano problemi”, ovvero quelle rispetto alle quali la deri-
vata direzionale della funzione obiettivo appartiene alla frontiera del cono C,

2 In letteratura si definisce cono tangente ad S nel punto x; il cono T(8,xy) di vertice I’origine tale che
T(S,xg)={xe R": I{(x, }S, X% , AL JCR™™, hy—s-+oo, x= lim Ay (xxg)).
d+oa



Come nel caso scalare tale studio verra effettuato, data una direzione de R"
(lldll=1) ed un valore reale £>0, per mezzo dei seguenti coni convessi:
1) K(d,e) &il cono di vertice I’origine tale che:

K(d,e)={xe R": x=Ay, A>0, ye R" tale che lly-dll<e};
i} ry &il raggio {xeR"™ x=Ad, A>0} generato dalla direzione de R™.
E’ ora possibile caratterizzare la C*-efficienza locale di un punto per mezzo del
comportamento della funzione F sulle direzioni del cono tangente.

Teorema 3.2 Si consideri il problema P e si supponga che F sia direzionalmente
derivabile con regolarita nel punto x, di accumulazione per S; sia inoltre
C*e {C,C°,C"}. Il punto x, & localmente C*-efficiente rispetto alla regione S se

e solo se %—g(xo)ﬁ C% vde D, ed inoltre per ogni direzione de D, tale che

%g(xﬂ)e C\C® esiste un £>0 tale che il punto X, ¢ localmente C*-efficiente

. rispetto alla regione SM(xy+K(d,e)).

Dim. Sia x, localmente C*-efficiente rispetto alla regione S. Banalmente lo &
anche rispetto alle regtoni del tipo SM(x¢+K(d,£)), con £>0 qualsiasi.

Per definizione inoltre F(y)e F(xy}+C* VyeInS, con I opportuno intorno di x,;
in particolare, per la definizione dell’insieme 7., & possibile determinare per ogni
direzione de D una successione {x, }<INS\{x,} convergente ad x,, tale che

XX , ... F(x)-F(xo) :
Jim let-lel =de D, ed F(x,)& F(xo)+C"; si ha quindi kgl C% da cui

risulta, essendo F direzionalmente derivabile con regolarith ed essendo C% un
B o FOQFEEY) o
insieme aperto, ad (%)= k—>+m Xl g C*,

Per la sufficienza si supponga per assurdo che X, non sia localmente C*-efficien-

te rispetto alla regione S. E’ allora possibile determinare una successione
{x }cS\{x,} convergente ad x,, tale che F(x,)e F(xy)+C*; tale successione per-
- - - - - - - X -X -
mette di definire la successione di direzioni dk=Hk—’i—0ﬁ appartenenti alla sfera
k2o
unitaria {de R™: lldll=1} che & un insieme compatto, di conseguenza dalla suc-
cessione {x, } & possibile estrarre una sottosuccessione {xkj}c{xk} convergente
Xki~Xg

ad x, e tale che d= Tim di. = lm 7—— e D.; per semplicita di notazione si
J—>+oo J J—)-{-oo"Xk XO”

XX
pud quindi supporre, senza perdere la generalith, che sia d= m lek—xolle D
. ) x.)-H(x
Poiché F(x, )e F(xo)+C* si ha ﬁlTli—)ingﬂle C* e quindi, essendo C chiuso ed F



F(x, )-F
direzionalmente derivabile con regolarita, %—g(xo)-—" lim MQE C; per

k—too ||Xk-xol|

. s dF
ipotesi quindi, poiché de D, deve essere 55(){0) e C\C%,

- c e %0~ .
Fissato un valore reale £>0, poiché kl_)m}w X, X, =de Dy, la successione {x, }
convergente ad x; deve essere, da un certo indice in poi, contenuta in
S\{x, DN(x+K(d,£)) ma cid & assurdo dal momento che per ipotesi X, € local-
mente C*-efficiente rispetto ad SM(x+K(d,g)). .

Si osservi che il precedente teorema altro non & che una forma compatta per tre
teoremi identici, relativi alle condizioni necessarie e sufficienti di efficienza
debole, efficienza ed efficienza stretta di un punto.

I Teorema 3.2 permette di stabilire direttamente le seguenti condizioni necessa-
rie di C®-efficienza e sufficienti di C-efficienza; si osservi che tali condizioni so-
no state stabilite in [2] limitatamente perd ai punti localmente CP-efficienti.

Corollario 3.1 Si consideri il problema P e si supponga che F sia direzional-
mente derivabile con regolaritd nel punto x, di accumulazione per S.

Se x, & localmente efficiente debole allora g—g(xo)e C® Vde D;.

Corollario 3.2 Si consideri il problema P e si supponga che F sia direzional-
mente derivabile con regolarita nel punto x, di accumulazione per S.

Se g—g(x{))ﬁ C Vde D, allora x, & localmente efficiente stretto.

Osservazione 3.2 Nel caso in cui la funzione F sia nel punto xor debolmente
differenziabile (%), tutti i risultati precedenti possono essere riscritti semplicemen-
te sostituendo la derivata direzionale B_E (xp) con il prodotto Ju(xy)d.

Nel caso invece in cui la regione ammissibile S sia un cono chiuso D di vertice x,
(come accade quando x, ¢ il vertice di una regione poliedrica) risulta =D e

quindi tuiti i risultati precedenti si possono esprimere utilizzando direttamente le
direzioni ammissibili di D in luogo di quelle del cono tangente.

3 Si ricordi che una funzione F: A—R™ con ACR" aperto, direzionalmente derivabile nel punto XgEA &

detta debolmente differenziabile in Xg (secondo Gateaux) se esiste una matrice M(F,xg), dipendente da F e

da x;, tale che aa—g- (xg) =M(F,xg)d Vde R", ldli=1; si ricordi inoltre che in tal caso & M(F,xg)=Ip(xg)d.



Nel caso in cui X sia interno ad S ed il cono C sia convesso 1 precedenti risultati
possono essere notevolmente particolarizzati.

Per maggior chiarezza si ricordano di seguito le ipotesi sotto le quali verra
considerato d’ora in avanti il problema P:

i) il cono C di vertice I’origine &, oltre che chiuso e con interno non vuoto,

anche convesso:
if) X, & interno ad S e quindi il cono tangente T(S,x,) coincide con R™;

i) in X, la funzione obiettivo F &, oltre che direzionalmente derivabile con
regolarita, anche debolmente differenziabile.
Nello studio successivo sara utilizzato il seguente insieme:

W:[W:M?)—E(XO), e SR, de Q)T}’

che per I’ipotesi di debole differenziabilitd pud essere equivalentemente espres-
so nella seguente forma, che evidenzia come esso sia un sottospazio vettoriale:

W={w=pTu(xo)d, pe R, de Dy }={w=J(x,)v, ve R"}.

Vale il seguente teorema (*) che particolarizza al caso in esame le condizioni

%g(xo)e C®Vde D, e g—g(xo)e CVde Dy .

Teorema 3.3 Si consideri il problema P e si supponga che F sia direzionalmente
derivabile con regolarita e debolmente differenziabile nel punto x, interno ad S

e che il cono C sia convesso. Risulta;
i) g%(xo)fé C® Yde D, se esolo se Joe C*, 00, tale che aTIx(xo)=0;

i) C¢& un cono puntato e %g(xo)es C Vde D, se e solo se rango[Jx(xg)]=n con

n<m ed inoltre Joe C** tale che ot Jx(x4)=0.

4 Si ricordi che dato un cono non banale CcR™ si definisce polare positivo di C il cono chiuso
convesso Ct={oe R™: oTc20 Vee C} e si definisce inoltre polare positive stretto di C il cono convesso
CH={ae R™: ale>0 VceC, c#0}cC*. i ricordi inoltre che se C & chiuso, convesso & con interno non

vuoto allora Ch\{0}@; se inoltre C & puntato allora C* 2@



Dim. i) Per la sufficienza si supponga per assurdo che esista un vettore de Dy

tale che 3_2(){0)6 C%; per una nota proprietd dei coni convessi (5) deve essere
aTg—g(xo)=aTJF(xo)a >0, condizione assurda poiché per ipotesi & aTJp(x,)=0.

Per la necessita si osservi inizialmente che la condizione g—l;(xo)e C® Vde D,

implica che WNC®=@, di conseguenza per un noto teorema di separazione tra
insiemi convessi (6) Jae C¥, a0, tale che aTw<0 Vwe W; poiché perd per ogni
vettore we W anche il vettore -we W deve necessariamente essere oTw=0
Vwe W, ovvero aTJp(x)v=0 Vve R®; di conseguenza doee C*, o0, tale che
oTIp(x)=0.

ii) Per la sufficienza si supponga per assurdo che esista un vettore de D, tale

che 2—f(x0)e C\{0}=C"; per ipotesi deve essere oiT g—g(xo) = 0TJe(x0)d >0, condi-
5 _

zione assurda poiché, sempre per ipotesi, & aTJg(x4)=0; il cono C risulta inoltre
puntato poiché in caso contrario Jce CO tale che -ce C° e quindi si avrebbe la
condizione assurda aTc>0 e aT(-c)>0. Per la necessita si osservi inizialmente che

la condizione %g(xo)e C Vde D, implica che %g(xo) =Jp(Xo)d#0 Vde D,
ovvero Je(xguz0 Vue R", u#0; in altre parole tutte le colonne di Jx(x,) sono

linearmente indipendenti, il che implica che rango[Jx(xy)]=n con n<m.
Risulta inoltre n<m, poiché se fosse n=m si avrebbe:

W=t 1 (), BES, de Dy)={w=Ty(xg)v, veH) =TT,
€ quindi non potrebbe essere %%(xo)es CVde D;.

La condizione g—g(xo)es C Vde D, implica inoltre che WNC={0}, di conseguen-

za per un noto teorema di separazione tra coni chiusi convessi (W essendo un
sottospazio vettoriale & in particolare un cono chiuso convesso) Joe C** tale
che oa"w<0 Vwe W; poiché perd per ogni vettore we W anche il vettore -we W
si ottiene, analogamente al punto i), che Joie C** tale che 0Tx(x)=0. *

3 Sia CcR™ un cono con interno non vuoto tale che C+\{0}a&(/5. Voe C, a0, risulta o.Te>0 Vee €0,
6 Sia CcR™ un cono non banale chiuso, convesso e con interno non vuoto ¢ sia WeR™ un cono non
banale, convesso e non vuote. Se C®¥W=@ allora Joe C*t, a0, tale che aTw<0 Ywe W. Se inoltre C

& puntato e W & chiuso, risulta che: se ChW={0} allora Joee C* tale che atTw<0 Vwe W.



Corollario 3.3 Si consideri il problema P e si supponga che F sia direzional-
mente derivabile con regolaritd e debolmente differenziabile nel punto x,
interno ad S e che il cono C sia convesso; sia inoltre C*e {C,C°C%}.

H punto x, & localmente C*-efficiente rispetto alla regione S se e solo se JaeC*,
a#0, tale che aJp(xg)=0 ed inoltre per ogni direzione de D tale che
Jr(xg)de C\C* esiste un €>0 tale che il punto x, & localmente C*-efficiente
rispetto alla regione SM(x,+K(d,g)).

Il Teorema 3.3 permette inoltre di ottenere, dai Corollari 3.1 e 3.2, le seguenti
condizioni necessarie di C™-efficienza e sufficienti di C-efficienza.

Si osservi che tali condizioni sono state stabilite in [2] limitatamente perd ai
punti localmente C°-efficienti; si osservi inoltre che la seguente condizione
necessaria pud essere interpretata come possibile generalizzazione a livello
vettoriale del concetto, proprio del caso scalare, di punto critico.

Corollario 3.4 Si consideri il problema P e si supponga che F sia direzional-
mente derivabile con regolarita ¢ debolmente differenziabile nel punto x,

interno ad S e che il cono C sia convesso.
Condizione necessaria affinché il punto x, sia localmente C®-efficiente (ovvero

debolmente efficiente) rispetto alla regione S & la seguente:
Jae C*, 020, tale che o Tx(x,)=0.

Corollario 3.5 Si consideri il problema P e si supponga che F sia direzional-
mente derivabile con regolarita e debolmente differenziabile nel punto x,

interno ad S e che il cono C sia convesso.
Se rango[Jg(xo)}=n con n<m ed inoltre Jae C** tale che o Jx(x,)=0 allora x, &
localmente efficiente stretto,



4. Regione stellata: condizioni tramite concavitd generalizzata

In questo paragrafo si assume che la regione ammissibile S sia un insieme stellato
di vertice X, ; in tale ipotesi la caratterizzazione della C*-efficienza del punto x,,
verra determinata per mezzo della concavith-generalizzata vettoriale della
funzione obiettivo F.

L’insieme delle direzioni ammissibili relative al vertice x,, verra denotato con 7,
si osservi che in generale questo insieme & contenuto ma non coincide con
I’insieme delle direzioni del cono tangente T(S,x,), ovvero DDy con DyzD.

Per avere uno studio organico del ruolo svolto dalla concaviti-generalizzata
vettoriale nella determinazione delle condizioni di C*-efficienza, si definiscono
nuove classi di funzioni vettoriali concavo-generalizzate in un punto, che
estendono quelle definite in [2, 4], evidenziando 1’importanza di ognuna di esse.

Definizione 4.1 Sia F:S—R™, con SCR" insieme stellato di vertice x,,, € sia C
un cono chiuso di vertice ’origine ed interno non vuoto; siano inoltre
C*,Cfe {C,C%C%}. La funzione F & detta localmente (C*,C*)-quasiconcava in
Xo [(C*,C*).qcv] se esiste un intorno IcR" di x, tale che per ogni xe SNI\{x,} &

verificata la seguente condizione:
F(x)e F(xg+C* = F(xy+MX-xp))€ F(xp)+C* VAe (0,1).

Definizione 4.2 Sia F:S—®R™, con ScR" insieme stellato di vertice x,,, una fun-
zione direzionalmente derivabile in x, e sia C un cono chiuso di vertice I’ origine
ed interno non vuoto; siano inoltre C*,Ce {C,C%,C%)}. La funzione F & detta
localmente (C*,C*)-pseudoconcava in x, [(C*,CH).pcv] se esiste un intorno
IcR" di x, tale che per ogni xe SNI\{x,} & verificata la seguente condizione:

F(x)e F(x)+C* = g—g(xo)e C* con dﬁ.

Come ¢ noto, a livello scalare se un punto & di massimo locale oppure di massimo
locale stretto per una funzione rispetto ad una certa regione convessa, allora a
seconda della concavith generalizzata della funzione stessa (quasi-concavit,
semistretta quasi-concavitd, ecc. ecc.) il punto pud essere globalmente di massi-
mo oppure di massimo stretto. Tale proprieta si pud estendere anche alle funzio-
ni vettoriali grazie alle classi di tipo quasiconcavo definite nella 4.1; in pratica, a
seconda della ipotesi di concavitd generalizzata relativa alla funzione F, risulta
che Pefficienza locale, anche debole o stretta, implica un certo grado di efficien-
za anche a livello globale.

10



Teorema 4.1 Si consideri il problema P, con S insieme stellato di vertice x,,
siano C*,C¥e {C,C%C%} e si supponga inoltre che il punto x, sia localmente C*-
efficiente. Se la funzione F & (C*,C¥)-quasiconcava in x, allora il punto x; &
anche C*-efficiente. |

Dim. Si supponga per assurdo che x, sia localmente C*-efficiente ma non
globalmente C*-efficiente, e che quindi esista un punto xS, x#x,, tale che
F(x)e F(xo)+C*; per la definizione di funzione (C*,C*).qcv in x, risulta quindi
che F(xg+A(x-x,))e F(xg)+C* VA& (0,1), condizione assurda poiché nega la
locale C*-efficienza di x,. : .

E’ noto anche che, nel caso scalare, sotto ipotesi di pseudo-concavitd un punto
critico diviene anche di massimo assoluto oppure massimo assoluto stretto.

Il teorema seguente, che sfrutta le funzioni di tipo pserdoconcavo definite nella
4.2, si puod interpretare come naturale estensione al caso vettoriale di tali risultati.

Teorema 4.2 Si consideri il problema P, con S insieme stellato di vertice x, ed F
differenzabile in x,; sia inoltre C convesso e puntato.
i) Si supponga che F sia (C*,C%)-pseudoconcava, con C*e {C,C0,C%};

allora x, ¢ C*-efficiente se verifica la seguente condizione:

Joe C*, 020, tale che oTT(x)=0.

il) Sisupponga che F sia (C*,C%-pseudoconcava, con C*e {C,C0,C%};

allora x,, & C*-efficiente se verifica la seguente condizione:

Joae C*™* tale che oTJg(x4)=0.

Dim. Si supponga per assurdo che x, non sia C*-efficiente, ovvero che Ixe¢ S
tale che F(x)e F(xy)+C*.
i) Dalla (C*,C%).pseudoconcavita di F si ha Ja(xo)(x-xo)e C%; di conseguenza
0TIe(X0)(x-X0)>0 Yae C*, a0 (5), condizione che contraddice 1’ ipotesi.
ii) Essendo la funzione F (C*,C%.pcv si ha Ju(xp)(%-X)e CO; di conseguenza
o Te(Xp)(x-%0)>0 Ve C**, condizione che contraddice 1’ipotest. +

Come & gia stato precedentemente osservato, non vi & in generale alcuna rela-
zione, anche a livello scalare, tra la C*-efficienza locale rispetto ad una regione e
la C*-efficienza lungo le singole direzioni ammissibili; assumendo invece delle
ipotesi di concavitd generalizzata & possibile caratterizzare la C*-efficienza loca-
le per mezzo del comportamento della funzione lungo tali direzioni.
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Nei teoremi successivi saranno considerate tutte le classi di funzioni di tipo
pseudoconcavo definite nella 4.2 e le funzioni (C*,C*)-quasiconcave tali che
CtcC*e {C,C°% C%}, ovvero tali che:
{C,C0,CM) se C*=C
C*e{C,C0C®} e Ctey {C°C™} seC*=C° . 4.1
{C™}  se C*x=CY

Teorema 4.3 Si consideri il problema P, con S insieme stellato di vertice X, ;

siano inoltre C* e C* i simboli definiti nella (4.1). Le seguenti condizioni sono

equivalenti:

i) x, & localmente C*-efficiente rispetto alla regione S;

ii) x, & localmente C*-efficiente rispetto ai raggi x+ry, de D, ed F & localmente
(C*,C¥.qcv in x su S.

Se inoltre F & direzionalmente derivabile in x; le precedenti condizioni sono

equivalenti alla successiva:

1ii) g—g(xo)ﬁ C% vde D, Xg & localmente C*-efficiente rispetto ai raggi Xy+14,

de D, tali che %Ig (Xp)e C\C® ed inoltre F & localmente (C*,C¥).qcv in Xy su S.

Dim. i)<>ii) La necessita & ovvia per la relazione esistente tra C* e C* e per la

definizione di (C*,C*).quasiconcavita. Per la sufficienza si supponga per assurdo
che x; non sia localmente C*-efficiente rispetto ad S e che quindi esista una
successione {x, }cS\{x,} convergente ad X, tale che F(x,)e F(xo)+C*; cid impli-~

ca che, da un certo indice k in poi, si ha per la locale (C*,C*).qcv di F che
F(x,+A(x-x))e F(xp)+C* VAe (0,1), condizione assurda in quanto x, & local-

mente C*-efficiente rispetto ai raggi.
ii)e»iii) La necessitd segue dal fatto che se per assurdo esistesse una direzione

de Dtale che %g—(xo)e C" allora la funzione F non sarebbe neanche localmente

C%_efficiente rispetto a tale direzione (7). Per la sufficienza si deve solamente
dlmostrare che x, & localmente C*-efficiente rispetto ai raggi x,+r4, de D, tali che

m‘(xo)@ C\C® ovvero, essendo %—&'(XO)E C% de P, tali che %a(xo)es C. Si sup-

ponga quindi per assurdo che esista una direzione de D tale che %g"(xo)e Ceris-

7 8i dimostra facilmente che se F:$—R™, con ScR" insieme stellato di vertice Xy, & una funzione dire-
zionalmente derivabile in x; ed inoltre C & un cono chiuso di vertice 1’origine ed interno non vuoto si ha

che se %dF— (xp)e C% allora 3e>0 tale che F(xp+Ad)e F(x0)+COO Vie (0,8).
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petto alla quale X, non sia localmente C*-efficiente; esiste allora una successione
{A JR** convergente a O tale che F(x0+7l,kd)e F(xo)+C*; per la chiusura di C si
F XA d)-F(x
(xq ik) (%) eC. .

oF
ottiene la condizione assurda od (xo) =

Teorema 4.4 Si consideri il problema P, con S insieme stellato di vertice x, ed F
direzionalmente derivabile in X ; sia inoltre C*e {C,C%,C%}.

i) Il punto x, & localmente C*-efficiente rispetto ad S se e solo se %—g(xo)e Cc
Vde D ed inoltre F & localmente (C*,C*).pcv in x4 su S;

ii) Se %g(xo)e C°Vde D ed inoltre F & localmente (C*,C%.pcv in %, su S
allora x,, & localmente C*-efficiente rispetto alla regione S.

Dim. i) La necessita segue dalla definizione di funzione (C*,C%).pcv e dal

fatto che se fosse %g(xo)e C% aliora F non sarebbe localmente C%-efficiente

rispetto a tale direzione. Per la sufficienza si supponga per assurdo che x, non

sia localmente C*-efficiente e che quindi esista una successione {x, }cS\{x,}
convergente ad x, tale che F(x,)e F(xo)+C*; cid implica che, da un certo indice

k in poi, risulta per la locale (C*,C%®.pcv di F che 8 d, (xo)e C%, 4,= Iix X ” eD,
condizione assurda poiché nega le ipotesi.
ii) Dimostrazione analoga alla sufficienza del punto precedente. *
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