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Scope di guesto lavoro & studiare tutie le possibili classi di Tunzioni che si possono
ottenere, a partire dalle varie classi di funzioni concave generalizzalc note in tetteratura,
eslendendo il concetto di funzione affine, ovvero di funzione sia concava sia convessa,
Inizialmenie verranno studiate le loro proprieta e le relazioni di inclusione tra le classi, in
seguito verrd analizzato il Toro comportamento sotto ipotesi di differenziabilita, 11 modo in
cui viene da esse esleso il concetto di monotonia ¢ le proprieth relative alle trasformaziont
di Funzione. ‘

1. Introduzione

Come €& noto, una funzione affine pud essere concepita come una funzione sia
concava sia convessa; in letteratura [3, 10, 12, 13] sono state definite altre classi
di funzioni che estendono tale concetto, come le funzioni pseudo-monotone (sia
pseudo-concave sia pseudo-convesse), quasi-monotone {sia quasi-concave sia
quasi-convesse) ed “explicitly quasi-monotone” (sia semistrettamente quasi-
concave sia semistrettamente quasi-convesse), denominazioni che ben
evidenziano come esse siano state definite allo scopo di estendere alle funzioni
a pit variabili il concetto di monotonia, proprio delle funzioni ad una sola
variabile, € non il concetto di funzione affine.

In questo lavoro si propone uno studio organico di tutte le possibili classi di
funzioni che possono essere introdotte al fine di estendere il concetto di
funzione affine a tutte le classi di funzioni concave (convesse) generalizzate
introdotte in letteratura [3, 4]. Tali classi di funzioni verranno chiamate affini
generalizzate e di esse verranno studiate le proprieta, le relazioni di inclusione, il
comportamento sotto ipotesi di differenziabilita, il modo in cui viene da esse
esteso il concetto di monotonia e le proprieta relative alle trasformazioni di
funzione.



2. Definizioni e principali proprieta

Di seguito vengono introdotte possibili definizioni di funzioni affini generalizza-
te derivanti dalle note funzioni di tipo concavo, di tipo quasi-concavo e di tipo
pseudo-concavo [4]; per completezza verranno ricordate anche te definizioni di
alcune classi gia note in letteratura.

Prima di introdurre nuove classi di funzioni affini generalizzate, si ricordi prelimi-
narmente che non esistono funzioni che siano contemporaneamente sia stretta-
menle concave sia strettamente convesse; non verranno inoltre definite funzioni
che siano contemporancamente semi concave e semi convesse (1) oppure semi-
stretiamente concave e semistrettamente convesse }4], in quanto esse si riduco-
no rispettivamente alle funzioni affini ed alle funzioni costanti, cosi come &
dimostrato nel seguente teorema.

Teorema 2.1 Sia CCR" un insieme convesso ¢ sia f:C—N,
1) & siasemi concava sia semi convessa sc ¢ solo se & affine;
i) f & sia semistrettamente concava sia semistrettamente convessa se e solo se &
costante,

Dim. i) Si osservi inizialmente che & sia semi concava sia semi convessa se e
solo se per ogni x,y&C vale la condizione:

f(y >1(x) = f(x+My-x))=F)+MI(¥)-f(x)) YAS(0,1) (2.1)
La sufficienza segue dalla (2.1); per la necessita si deve solamente dimostrare (?)
che per ogni x,y&C vale la condizione:

f(y)=f(x) => f{(x+Ay-X)=F(K)+MF(y)-F(x))=f(x) YAEQ,]1).

St supponga per assurdo che esistano due punti x,y&C ed un reale A=(0,1) tali
che f(y)=f(x) ed f(x+A(y-x))=f(X) e si supponga, senza perdita di generalita, che
sia f((x+My-x))=f(x)+¢ con £>0. Perla (2.1) la funzione & affine nel segmento di

estremi x+A(y-x) ed y, di conseguenza per continuita esiste un reale A=A, 1) tale

1 §j consideri una funzione f:C—=M, con CCRM insieme convesso. La funzione f & detta:
i)  semiconcava [sm.cv] se per ognti x,yEC vale la condizione:
fyy=(x) = FOeh{y-)2{0+A)-f(x)) VAEO,1);
ii)  semistrettomente concava [ss.cv] se per ogni x,y&C vale 1a condizione:
[y=x) = fAAy-R))=0+AI() () YAS(0,1).
2 i osservi che una [unzione affine f :C—R, con CCR" convessy, & alternativamenie caratterizzabile
come funzione tale che per ogni x,y&C vale la condizione:

[(y)2I(x) = fOCFAY- =T+ AF(Y)-F(XD Yie(0,1).



che f(x+A(y-x))>f(x+My-x))>f(x); perla (2.1) { & affine nell’intervallo di estremi
X ed x+A(y-x) cosicché f(x+My-x))<f(x+A(y-X)) VYAES(,}), condizione che
contraddice la disuguaglianza f(x+A(y-x))>f(x+A(y-x)), N0, R).

ii} Segue direttamente dalle definizioni di funzioni semistrettamente concave e
semistrettamente convesse. L 2

Si introducono adesso le funzioni affini generalizzate di tipo quasi-affine e di
tipo pseudo-affine; a tal fine si riportano in nota (3), con riferimento a [4], le
definizioni delle classi di funzioni concave generalizzate meno conosciute.

Definizione 2.2 Sia CCR" convesso e sia f:C—NM. La funzione f & detta:
quasi-affine [qfn] se & sia quasi-concava sja quasi-convessa, ovvero se per

ogni X,y&C vale la condizione:
f(y)=f(x) = f(y)=f(x+A(y-x)=f(x) YAEWD,1);

semistrettamente quasi-affine [ss.gfn} se & sia semistrettamente quasi-concava
sia semistrettamente quasi-convessa, ovvero se ¥Yx,y&C vale la condizione:

f(y)>f(x) = f(y)>Fx+My-x)>F(x) YAE(O,1);

strettamente quasi-affine [s.gqfn] se & sia strettamente quasi-concava sia
strettamente quasi-convessa, ovvero se valgono le condizioni:
i)  Ax,yeC, x=2y, tali che f(y)=f(x),
i) Vx,yECsihache: f(y)>f(x) = f(y)>f(x+My-x))>I(x) YAS(0,1);

semi quasi-affine [sm.qfn] se & sia semi quasi-concava sia semi quasi-convessa,
ovvero se per ogni x,y&C vale la condizione:
f(y)>f(x) = f(y)=f (x+My-x))=f(x) YAE(0,1);

quasi-affine in senso esteso [e.qfn] se & sia quasi-concava in senso esteso sia
quasi-convessa in senso esteso, ovvero se Yx,y&C vale la condizione:
fly)=t(x) = f(y)=FFx+My-x))=f(x) YAEQ,1);

3 Si consideri una funzione :C—9, con CCR™ insieme convesso. La funzione f & detia:
1) semiquasi-concava [sm.qev] se per ogni x,y&C vale la condizione:
T(y)=f(x) = (A (y-xD2f(x) YAED,1);
i) guasi-concava in sense esteso [e.qev] s Vx,y&C vale la condizione:
((¥)=E(x) == f(x+h(y-x)2f(x) YAED.1),
i}  strettamente quasi-concava in senso esteso [es.qov] se Vx,y&EC, x=y, si ha:

f(¥)=Hx) = fxM(y-x)>0(x) YAS(0,1).



streftamente quasi-affine in senso esteso [es.qfn] se & sia strettamente quasi-
concava in senso esteso sia strettamente quasi-convessa in senso esteso,
ovvero se vale la condizione:
Ax,yEC, x2y, tali che f(y)=f(x).

Definizione 2.3 Sia CCR" convesso e sia [:C—NR. La funzione f & detta:
pseudo-affine |pfn] se & sia pseudo-concava sia pseudo-convessa, ovvero se
per ogni x,y&C vale la condizione (4):

d&(x,y)=>0 tale che YAE(0,1)
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strettamente pseudo-affine [s.pfn] se & sia strettamente pseudo-concava sia
strettamente pseudo-convessa, ovvero se valgono le condizioni:
iy AxyeEC, x=y, tali che f(y)={(x),
i) Vx,yEC si ha che:
' Je(x,y)>0 tale che YAE(0,1)
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dove E(x,y) dipende solo dax ed y.

La seguente propricta & conseguenza diretta delle definizioni date.

Proprieta 2.1 Siaf una funzione a valori reali definita su un convesso CCR™

i) lafunzione f & quasi-affine se ¢ solo se & sia semi quasi-affine sia quasi-affine
in senso esteso;

i) la funzione f & strettamente quasi-affine se e solo se & sia semistrettamente
quasi-affine sia strettamente quasi-affine in senso esteso.

i) lafunzione f & strettamente pseudo-affine se e solo se & sia pseudo-affine sia
strettamente quasi-affine in senso esteso.

4 Si osservi che una funzione che verifica tale condizione & sia peeudo-concava che pseudo-convessa;
viceversa, direttamente dalle definizioni, si ha che una funzione sia pseudo-concava sia pseudo-convessa

verifica per ogni x,vEC la condizione:
o~ JE,(x,y)>0 ed FE(x,y)>0 talc che YAE(0,1)
W00 =1 910 ()2 y-R)R R0+ y)

da cui si ottiene quella data nella definizione assumendo E=min{E, , &,}.



I risultati noti in letteratura permettono di caratterizzare le funzioni quasi-affini
in termini di insiemi di livello superiore ed inferiore.

Teorema 2.2 Una funzione a valori reali f definita su un insieme convesso
CCA" & quasi-affine (%) se e solo sc i suoi insiemi di livello superiore U(f,o0) ed i
suoi insiemi di livello inferiore L(f,o) sono convessi per ogni valore reale o.

Direttamente dalla definizione segue invece la caratterizzazione delle funzioni
quasi-affini generalizzate in termini di superfici di livello.

Teorema 2.3 Una funzione a valori reali f definita su un insieme convesso
CCR" & quasi-affine in senso esteso se e solo se le sue superfici di livello Y(f,c)
sono insiemi convessi per ogni valore reale o

3. Relazioni di inclusione tra le classi

In questo sottoparagrafo verranno studiate le relazioni di inclusione intercorren-
ti tra le varie classi di funzioni affini generalizzate precedentemente definite.

Teorema 3.1 Se una funzione a valori reali { definita su un insieme convesso
CCR" & semistrettamente quasi-affine allora & anche quasi-affine.
Dim. Sidimostra preliminarmente che se f & semistrettamente quasi-affine allora

¢ anche quasi-affine in senso esteso; a tal fine si supponga per assurdo che cid
non sia vero e che quindi esistano, senza perdita di generalita, due punti x,y&C

ed un valore reale A&(0,1) tali che £(y)=f(x)>f(x+A(y-X)); essendo f ss.gfn risulta
Fy)= X)X+ MY-))>f(x+My-))) VAE(0,1), A=k, Di conseguenza preso un
qualsiasi A&(h, 1) risulta f(x)>f(x+i(y-x)) da cui si ha, sempre per la semistretta
quasi-affinita di f, f(X)>f(x+A(y-x))>f(x+N(y-x)) VAEO,X), condizione assurda
essendo AE(0, ).

La tesi segue pertanto direttamente dalle definizioni di funzione quasi-affine in
senso esteso e semistrettamente quasi-affine. L 4

. , , n . L i R
3 8i osservi che una Funzione {:C—=M, con CCR™ convesso, quasi-affine & alternativamente caratterizza-

bile come funzione tale che max{f{x),i(y)}=fi (R (y-)2min {f(x).,f(v)} YAE(0,1) Vx,yeC.



Si osservi che un risultato analogo vale per le funzioni concave (convesse)
generalizzate, sotto perd I’ipotesi aggiuntiva defla superiore (inferiore)
semicontinuita della funzione [6, 13]; sotto tale ipotesi risulta infatti che una fun-
zione semistrettamente quasi-concava (0 semistrettamente quasi-convessa) ¢
anche quasi-concava (quasi-convessa).

1l teorema seguente permette di evidenziare le differenze esistenti tra le funzioni
semistrettamente quasi-affini e quelle sirettamente quasi-affini.

Teorema 3.2 Sia f una funzione a valori reali definita sull’insieme convesso
COR". La funzione f risulta semistrettamente quasi-affine se e solo se la sua
restrizione su ogni segmento [X,y] contenuto in C & costante oppure stretta-
mente quasi-affine. '

Dim. La sufficienza & banale, dobbiamo quindi dimostrare che se la funzione f &
s5.qfn ma in un segmento [v.w]CC non & s.qfnn allora deve essere costante in
[v.w]. Per le ipotesi assunte e per la Definizione 2.2 esistono due punti
X,yElv,w}, x=y, tali che f(X)=f(y); si assuma inoltre, senza tedere la generalita, che
sia X=v+Ah(W-v) ed y=v+hy(w-v) con Ay ME(0,1), A, <h,. Se fosse f(v)=(y)
allora per la semistretia quasi-affinita di f si avrebbe f(v+AMw-v))=f(y) YAE(0,1,),
condizione assurda poiché f(x)=f(v+A,(w-v))=f(y) con A, E(0,A,); analogamente
si dimostra che deve necessariamente essere f(w)=((x)=f(y)=f(v). Essendo {
ss.qfn allora & anche, per il Teorema 3.1, gfn e quindi e.qfn; poiché f(v)zf(w) la
funzione risulta quindi costante sul segmento [v,w]. L ]

1l teorema seguente, analogamente al Teorema 3.2, puntualizza la differenza tra
le classi di funzioni strettamente pseudo-affini e queile pseudo-affini.

Teorema 3.3 Sia f una funzione a valori reali definita sull’insieme convesso
CCR" e sia [x,y]={z&C: z=x+My-x), A&(0,1)} Vx,yeC.

La funzione f risulta pseudo-affine se e solo se la sua restrizione su ogni
segmento [x,y] contenuto in C & costante oppure strettamente pseudo-affine.
Dim. La sufficienza & ovvia, dobbiamo quindi dimostrare che se 1a funzione f &
pseudo-affine ma in un segmento [v,w]CC non & strettamente pseudo-affine
allora deve essere costante in [v,w]. Direttamente dalle definizioni, si ha che una
funzione pseudo-affine ¢ anche semistrettamente quasi-affine; per la Definizione
2.3 inoltre, non essendo f s.pfn in [v,w], esistono due punti x,yE&[v,w], x=y, tali
che f(x)=f(y), pertanto la funzione { non pud essere neanche strettamente quasi-



affine in |v,w]. Essendo quindi la funzione f ss.qfn ma non s.qfn nel segmento
[v.w] allora deve essere, per il Teorema 3.2, costante in [v,w]. L J

Le relazioni intercorrenti tra le altre classi di funzioni affini generalizzate seguo-
no direttamente dalle relative definizioni; le relazioni di inclusione si possono
pertanto riassumere nel seguente diagramma.

sm.qfn

U
eqin] O gfn
U U LU
es.qfn| O |sgfn| C {ss.gfn
U U
spm| C |[ph
U
fn

diagramma |

Il seguente esempio mostra che le classi di funzioni semi quasi-affini, quasi-affini
in senso esteso e strettamente quasi-affini in senso esteso sono distinte tra loro e
dalle altre classi analizzate.

Esempio 3.1

Si considerino le seguenti funzioni superiormente semicontinue.

1 &0,1 _ . .
i) f(x)z{ 0 gz; ;265}0 ]} . questa funzione & sm.qfn, non & perd e.qfn e quindi

neanche gfn;

I per x=0
ii) f(x):{ 0 per XEE]O]»H : questa funzione & e.qfn, non & perd né sm.qfn (e
per x=

quindi neanche gfn) né es.gfn;

-x per xE[0,1] o e
ii) f(x):{ x per xe&[172] questa funzione & es.qfn (e quindi anche e.qfn), non

€ pero sm.gfn e quindi neanche qfn né s.gfn.



Come ¢ stato dimostrato in [4], sotto ipotesi di continuiti le classi di funzioni
semi quasi-concave ¢ quasi-concave in senso esteso (semi quasi-convesse e
quasi-convesse in senso esteso) si riducono alla classe delle funzioni quasi-
concave (quasi-convesse); cid avviene anche per la classe delle funzioni
strettamente quasi-concave in senso esteso (strettamente quasi-convesse in
senso esteso) che si riduce alla classe delle funzioni strettamente quasi-concave
(strettamente quasi-convesse). Da tali risultati si ottiene la seguente proprieta.

Proprieta 3.1 Sia f una funzione continua a valori reali definita su un insieme
convesso CONR". Le seguenti condizioni sono equivalenti:

i) f & quasi-affine in senso esteso;

it) ¢ quasi-affine;

iii) f & semi quasi-affine,

Risulta inoltre che f & strettamente quasi-affine in senso esteso se e solo se &
strettamente quasi-affine.

Dalla Proprieta 3.1 e dal Teorema 2.3 segue direttamente la proprieta successiva,
dimostrata in [3] in modo pill complesso.

Proprieta 3.2 Una funzione continua a valori reali f definita su un insieme
convesso CCR" & quasi-affine se e solo se le sue superfici di livello Y (f,o) sono
insiemi convessi per ogni valore reale o.

Le relazioni di inclusione tra le classi, sotto ipotesi di continuita, sono riassunte
nel diagramma 2.

e.qfn = gfn = sm.gfn

U U
es.qgin=sqfn| C [ss.gfn
U U
spfn] < [ph

U

fn

diagramma 2



I seguenti esempi di funzioni continue mostrano che le classi di funzioni affini
generalizzate considerate sono distinte 1’'una dall’altra.

Esempio 3.2
0  perx<0

i) f(x):{ x per X€[0,1] : questa funzione & gfn, non & perd ss.qfn (e quindi
1 perx>1

neanche s.gfn);

i)y f(x)=x3: questa funzione & s.qfn (e quindi ss.qfn), non & perd pfn (e quindi
neanche s.pfn);

i) f(x)=x3+x: questa funzione & s.pfn (e quindi anche pfn), non & perd fn;

iv) f(x)=k: la funzione costante & fn (e quindi anche pfn, ss.qfn e gfn), non &
pero s.qfn (e quindi neanche s.pfn).

4. Funzioni affini generalizzate differenziabili

1l teorema seguente stabilisce delle caratterizzazioni per le classi di funzioni
differenziabili affini, quasi-affini e pseudo-affini[1, 2, 5,8, 11, 13].

Teorema 4.1 Sja CER" un insieme aperto convesso. La funzione differen-
ziabile f:C—MN risulta:
affine < f(y)=f(x)+(y-x)T VI(x) Vx,yeC
pseudo-affine < f(y)>f(x) = (y-x) VE(X)>0 ¢ (y-x) ' VI¥)>0 Vx,yEC
quasi-affine <> f(y)=f(x) = (y-x)T Vi(x)20 e (y-x) Vi(y)=0 Vx,yeC
e fyrfx) = (yx) VI(x)=0 e (y-x) VI(y)=0 VxyeC

Dal Teorema 4.1 si pud dedurre il seguente risultato [9] relativo alle funzioni
quasi-affini.

Teorema 4.2 Sia f una funzione differenziabile definita sull’insieme aperto
convesso COR". La funzione f & quasi-affine se e solo se & verificata la seguente
condizione:

f(y)=f(x) = (y-x) VE(x+ M (y-x))=0 YAE(0,1) Vx,y<C.

E’ possibile inoltre ottenere 1a seguente ulteriore caratterizzazione relativa alle
funzioni pseudo-affini [7].



Teorema 4.3  Sia f una funzione differenziabile definita sull’insieme aperto
convesso CCR". La funzione f & pseudo-affine se e solo se per ogni x,y&C &

verificata la seguente condizione:

f(y)=F(x) = (y-x)" VI(x)=0.

Un’altra utile caratterizzazione delle funzioni pseudo-affini, analoga a quella
presentata in [3, 5] relativamente alle funzioni pseudo-concave, & la seguente.

Teorema 4.4 Sia f una funzione differenziabile definita sull’insieme aperto
convesso CCR". La funzione f & pseudo-affine se e solo se per ogni punto xEC
ed ogni vettore vVER" tale che vTv=1 e v'Vf(x)=0 la funzione g(t)=f(x+tv) &
costante per ogni tER tale che x+tveC.
Dim. Per il Teorema 4.1 la funzione f & pseudo-affine se e solo se per ogni
x,y&C, vale [a condizione:

(y-%)" Vi(x)=<0 oppure (y-x)TVE(y)<0 = f(y)=f(x);
si osservi preliminarmente che, per semplice ridenominazione dei punti x ed y, fa
precedente condizione ¢ equivalente alla successiva:

(v-x)TVE(x)=20 oppure (y-x)TVI(y)=0 = f(y)=f(x).
Sia quindi f pseudo-affine, sia XEC e sia vER™ tale che viv=1 e vIVH(x)=0; per
ogni y=x+tv&C, t€R, si ha quindi (y-x) VF(x)=0 che per le condizioni prece-
denti implica f(y)<f(x) ed f(y)=f(x), di conseguenza la funzione g(t)=f(x+tv) ri-
sulta costante.
Si dimostra adesso la sufficienza supponendo per assurdo che la funzione f non
sia pseudo-affine e che quindi, per il Teorema 4.1, esistano due punti x,y&C tali
che f(y)>f(x) ed inolire (ynx)TVf(x)SO oppure (y—x)TVf(y)sO. Si osservi
inizialmente che se fosse (y-x)T VI(x)=0 oppure (y-x)T Vf(y)=0 allora per ipotesi

la funzione g(t)=f(x+tv), con v:m%{i—”, dovrebbe essere costante per ogni t€R

tale che x+tv&€C, condizione assurda poiché f(y)=f(x); risulta pertanto
(v-x)TVE(x)<0 oppure (y—x)TVf(y)<(). Si consideri adesso il segmento, contenuto
in C, S={x+My-x), AS]0,1]} e la restrizione di f su esso. Se (y-x)TVE(x)<0
3N, €X(0,1) tale che f(x+h (y-x))<f(x)<f(y); di conseguenza, essendo la funzione f
differenziabile, Ih,€5(0,1) tale che il punto x4+A,(y-x) & di minimo assoluto per f
ristretta ad S con derivata direzionale (ymx)TVf(xHLQ(y—x)):O. Per ipotesi Ia
restrizione di f su S & costante, condizione assurda in quanto f(y)=f(x). Una
analoga contraddizione si oftiene se (y-x)T Vi(y)<0, poiché in tal caso IN,&(0,1)

10



tale che il punto x-+A;(y-x) & di massimo assoluto per f ristretta ad S con derivata
direzionale (y- )TVf(x+7\.3(y—x)):0. Il teorema & cosi dimostrato. L

Corollario 4.1  Sia f una funzione differenziabile pseudo-affine definita

sull’insieme aperto convesso COR™,

) Lafunzione f ¢ costante se ¢ solo se ammette almeno un punto critico:

iy Se esiste almeno un punto di C che risulta di massimo o di minimo relativo
allora la funzione f & costante.

Dim.i) La necessita & ovvia; per la sufficienza si osservi che se X&C & un

punto critico per f allora risulta (y-x)TVf(x):(x—y)TVf(x}:0 VyeC, condizione

che, per la pseudo-affinita dif, implica f(y)=f(x) Yy&C,

i) Segue direttamente dal punto i} essendo C un insieme aperto. ¢

Altre caratterizzazioni per le classi di funzioni quasi-affini si possono ottenere
direttamente dalla definizione e dai teoremi dimostrati da Diewert, Avriel e Zang
in [ 5]. Si ricorda infine la seguente proprieta.

Proprieta 4.1 Sia f:R},—§,, una funzione differenziabile omogenea di grado
0oE(0,1]. Lafunzione f ¢ affine se e solo se & quasi-affine.

Si osservi infine che ¢ possibile ottenere una caratterizzazione al primo ordine
anche per la classe delle funzioni strettamente pseudo-affini, classe che perd &
composta solamente da funzioni ad una sola variabile, cosi come ¢ dimostrato
nel seguente teorema.

Teorema 4.5 Non esiste alcuna funzione differenziabile strettamente pseudo-
affine definita su un insieme aperto convesso CCR" con n>2.
Dim. Si supponga per assurdo che f:C—R, con CCR" aperto convesso tale
che nx2, sia strettamente pseudo-affine. La caratterizzazione delle funzioni
strettamente pseudo-concave ¢ strettamente pseudo-convesse implica che la
funzione f & strettamente pseudo-affine se e solo se per ogni x,yeC, Xy, vale la
seguente condizione:

()" VEx)=<0 oppure (y-x)TVi(y)=<0 = f(y)<f(x);
s1 osservi inoltre che, per semplice ridenominazione dei punti X ed y, la prece-
dente condizione & equivalente alla successiva:

(y-x) VE(x)20 oppure (y-x)TVE(y)=0 = f(y)>f(x).

11



Sia x&C, essendo C un aperto esiste un punto y&C, y=x, tale che (y—X)TVf(x)EO,
per le condizioni precedenti si ha quindi f(y)<f(x) ed f(y)>f(x) e cid & assurdo. ¢

Per le funzioni strettamente pseudo-affini ad una variabile vale [a caratterizza-
zione espressa dal seguente teorema.

Teorema 4.6 Sia ICR un intervallo aperto dei numeri reali ed {:I—=9% una
funzione derivabile in I. T.a funzione f risulta strettamente pseudo-affine se e
solo se per ogni X,y€l, x4y, vale la seguente condizione:

f(y)=f(x) = (y-x)f'(x)>0 ¢ (y-x)f (y)>0.

5. Funzioni affini generalizzate e monotonia

E’ stato gia osservato che in letteratura le funzioni pseudo-affini e quasi-affini
sono talvolta chiamate pseudo-monotone e quasi-monotone; tali denominazioni
hanno origine dalle proprietd di monotonia che hanno Ie restrizioni di tali
funzioni su un segmento di R”. In quanto segue verranno stabilite dette pro-
prietd per le varie classi di funzioni affini generalizzate introdotie in precedenza.

Teorema 5.1 Sia f una funzione a valori reali definita sull’insieme convesso

CCR". Allora:

i) fe quasi-affine se e solo se la sua restrizione su ogni segmento contenuto in
C & monotona;

i) f& strettamente quasi-affine se e solo se 1a sua restrizione su ogni segmento
contenuto in C & strettamentie monotona;

i) f & semistrettamente quasi-affine se e solo se la sua restrizione su ogni
segmento contenuto in C € costante o strettamente monotona.

Dim. i) Per la sufficienza si considerino due punti qualsiasi x,y€I; se f(y)=f(x)

allora, essendo { monotona nel segmento [x,y], risulta f(x+A(y-X))=F(x)=f(y)

VYAE(0,1) e quindi la funzione f verifica in [x,y] la definizione di quasi-affinita.

Sia adesso {(y)=f(x) e si consideri Ia restrizione g(A)=f(x+h(y-x)), AE[0,1], della

funzione f sul segmento di estremi x ed y; se g & nondecrescente allora risulta

g(D=g(M)zg(0) YAE(0,1), ovvero f(y)=f(x+My-x))=f(x) YAE(,1); se g € noncre-

scente allora risulta g(1)<g(M)<g(0) YAE(0,1), ovvero fy)=<f(x+My-x)=f(x)

VAE(0,1); in ogni caso quindi se f & monotona & anche quasi-affine.

12



Per dimostrare }a necessita si considerino due punti x,y&C e la restrizione di T sul
segmento [x,y] g(M)=f(x+My-x)), A€[0,1]. Se f(y)=f(x) la restrizione di f sul
segmento [x,y] risulta, per la definizione di quasi-affinitd, costante e quindi
monotona; si supponga quindi in seguito, senza perdita di generalita, che sia
f(y)>f(x) ovvero g(1)>g(0). Per la quasi-affinita di f risulta g(1)2g(2)=g(0)
YAE(0,1); si supponga adesso per assurdo che g non sia monotona e che quindi
esistano A Me(0,1), A, <), tali che g(1)=g(A)>g(h,)=g(0); per la quasi-affinith
di f nisulta g(1)=g(M)=g(h)) VAEQ, . De glh,)zg(M=g(0) YAS(O,L,), condizioni
entrambe assurde poiché M&(h; ,1)e A, EO,\,),

it} La necessita si verifica considerando che la stretta quasi-affinita di f ne
implica la quasi-affinita e quindi, per il punto i), Ia monotonia di ogni restrizione
su un segmento di C; la tesi segue quindi osservando che per la definizione di
funzione strettamente quasi-affine si ha f(y)={(x) Vx,y&C, x=y.

Per la sufficienza si osservi che per il punto i) la stretta monotonia di ogni restri-
zione di f su un segmento di C ne implica la quasi-affinita; la tesi segue quindi
dal fatto che la stretta monotonia implica anche che f(y)=f(x) Vx,y&C, x=y.

ili) Segue direttamente dal Teorema 3.2 ¢ dal punto ii). ¢

Di seguito verranno analizzate le due classi di funzioni di tipo pseudo-affine
sotto ipotesi di differenziabilith. A tal fine si ricordi che la classe delle funzioni
sirettamente pseudo-affini contiene solamente funzioni ad una variabile.

Teorema 5.2 Sia f:I—=R una funzione derivabile nell’intervallo aperto ICH.

La funzione [ & strettamente pseudo-affine se e solo se € strettamente monotona
ed F(x)=0 Vxe&l. .

Dim. Sef &s.pfn allora & anche s.qfn e quindi, per il punto ii) del Teorema 5.1, &
strettamente monotona; se inoltre per assurdo esiste un punto x€I tale che
f'(x)=0 esso risulta sia punto di massimo globale (per la stretta pseudo-concavita
di f) sia punto di minimo globale (per ia siretta pseudo-convessita di f), il che
implica che la funzione & costante si I, condizione banalmente assurda.

Per la sufficienza si considerino due punti x,y&l, X;ty; per la strefta monotonia di
f'si ha f(y)=1(x); si supponga adesso, senza perdita di generalita, che sia f(y)>f(x):
s¢ f € crescente con f'(z)>0 Vz&I allora y>x e quindi (y-x)f'(x)>0 e (y-x)f'(y)>0;
se f & decrescente con f'(z)<0 Vzel allora y<x e quindi (y-x)f'(x)>0 e
(y-x)f'(¥)>0; in ogni caso f &, per il Teorema 4.6, strettamente pseudo-affine. &



Teorema 5.3 Sia f una funzione differenziabile a valori reali definita sullo insie-
me apetto convesso COR". Allora la funzione f & pseudo-affine se e solo se 1a
sua restrizione su ogni segmento [x,y]EC & costante o strettamente monotona
con (y-x)TVEGx+M(y-x))=0 Yae0,1).

Dim. Segue direttamente dal Teorema 3.3 e dal Teoremd 5.2, ¢

6. Trasformazioni di funzioni affini generalizzate

In questo paragrafo verra studiato il prodotto di composizione tra i vari tipi di
funzioni affini generalizzate introdotte precedentemente, ritrovando come casi
particolari alcuni risulfati noti in letteratura.

Valgono al riguardo i seguenti teoremi.

Teorema 6.1 Sia COR" un insieme convesso, f:C—N una funzione a valori
reali, g:f(C)—3R una funzione quasi-affine ed F=gefC—NR la corrispondente
funzione composta. Se f & quasi-affine oppure semi quasi-affine allora F &
rispettivamente quasi-affine oppure semi quasi-affine.
Dim.  Se f ¢ quasi-affine allora max{f(x),f(y)}=f(x-+A(y-x))zmin{f(x),f(y)}
YAE(0,1), Vx,yEC,; poiché per il Teorema 5.1 g € monotona, s¢ g ¢ nondecre-
scente [noncrescente] risulta:
g(max {f(x).f(y) D=g(f(x+Ay-x)))=g(min{fx).f(y)})
[e(max{f(x),f(y) Dg(fix+Ay-x))<gmin{fx).f(z)})]
da cui max{g(f(x)),g(f(y)}=g(f(x+A(y-x)))=min{g(l(x)),g(f(y))}, ovvero F &
quasi-affine.
Si supponga adesso f semi quasi-affine e siano x,yEC tali che g(f(y))>g#(x)); per
la nondecrescenza [noncrescenza] di g risulta f(y)>f(x) [f(y)<f(x)]; poiché f &
sm.gfn segue che f(y)=f(x-+My-x))2f(x) [f(y)<f(x+A(y-x))<f(x)] da cui, sempre
per la nondecrescenza [noncrescenza] di g, si ha g(f(¥)zgf x+My-x)))=g(f(x));
la F & pertanto sm.qfn. ¢

Teorema 6.2 Sia CCR" un insieme convesso, :C—R una funzione a valori
reali, g:f(C)—N una funzione semistrettamente quasi-affine ed F=gef:C—R la
corrispondente funzione composta. Se f & semistrettamente quasi-affine oppure
quasi-affine in senso esteso allora F & rispettivamente semistrettamente quasi-
affine oppure guasi-affine in senso esteso.
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Dim. Peril Teorema 5.1, g & costante o strettamente monotona; se g & costante
tale rimane anche la funzione F e quindi le tesi sono ovvie; si supponga quindi
che g sia strettamente monotona. Sia g(f(y))>g(f(x)), cid implica per la crescenza
[decrescenza] di g che f(y)>f(x) [f(y)<f(x)]; se f & ss.qfn si ha f(y)>f(x+My-
>(x) YAE(0,1) [f(y)<f(x+A(y-x))<f(x)] e percid, per la crescenza
[decrescenza] di g, g(f(y))>g(f(x+My-x)))>g(f(x)) VAS(0,1) ovvero F & ss.gin.

Sia adesso f e.gfn; se g(f(y))=g(f(x)), cid implica per la stretta monotonicita di g
che f(y)=f(x); poiché f & e.qfn si ha f(y)=f(x+A(y-x))=F(x) YAS(0,1) e quindi
g(f(y)=g(f(x+AMy-x)))=g(f(x)) VAE(0,1), da cui la tesi. ¢+

Teorema 6.3 Sia COR" un insieme convesso, f:C—N una funzione a valori
reali, g:f(C)—=N una funzione strettamente quasi-affine ed F=gof:C—R la
corrispondente funzione composta. Se f & strettamente quasi-affine oppure
strettamente quasi-lineare in senso esteso allora F ¢ rispettivamente strettamente
quasi-affine oppure strettamente quasi-affine in senso esteso.

Dim. Peril Teorema 5.1, g & strettamente monotona.

Sef ¢ es.qfn, per la stretta monotonia di g, risulta g(f(y))=g(f(x)) Vx,y&C, x#y, ¢
quindi F & es.qfn. Sef¢ s.qfn, allora & sia ss.gfn sia es.qfn ¢ quindi, per il caso

precedente ed il Teorema 6.2, F & sia ss.qfn sia es.qfn ovvero, per la Proprieta 2.1,
Fésqfn.. L

Si osservi che risultati analoghi ai precedenti non valgono per le funzioni affini
le quali necessitano di una trasformarzione affine per ottenerne un’altra affine;
ad esempio la funzione g(y)=y? & strettamente monotona e la funzione f(x)=x &
affine ma la funzione g(f(x))=x* non & affine. 1risultati precedenti possono perd
essere estesi alle funzioni differenziabili pseudo-affini.

Teorema 6.4 Sia CCR" un insieme aperto convesso, f:C—% una funzione a

valori reali differenziabile in C, g:f(C)—® una funzione derivabile pseudo-affine

ed F=gef:C—N la corrispondente funzione composta.

i) Sefe g sono pseudo-affini allora F ¢ pseudo-affine;

i) se f e g sono strettamente pseudo-affini ad una variabile allora F &
strettamente pseudo-affine.

Dim. Per il Teorema 5.2 la funzione g ¢ s.pfn se e solo se & strettamente

monotona ed f'(x)=0 VXEI, mentre per il Teorema 3.2 la funzione ad una

variabile g & pfn se ¢ solo se in ogni segmento [x,y]CC & costante oppure s.pfn.
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Se g ¢ costante tale risulta anche ta F che & quindi pfn, si supponga quindi che g
sia strettamente monotona con f'(x)20 VxEL

Siano x,y€C tali che (y-x)'VF(x)=0 oppure (y-x)"VF(y)=<0; poiché
VE(x)=g'(x)VI(x) ed essendo g'(x)>0 [g'(x)<0] segue che (y-x)' VI(x)<0 oppure
(y-x)'VE(y)=0 [(y-x)"VI(x)=0 oppure (y-x)"Vi(y)=0]. Se f & pfn allora risulta
f(y)=f(x) [f(y)=f(x)] da cui si ottiene per la crescenza [decrescenza] di g
g(f(y))sg(f(x)); se invece f & s.pfn allora risulta f(y)<f(x) [f(y)>f(x)] da cui si
ottiene, sempre per la crescenza [decrescenzal di g, g(f(y))<g((x)). ¢

I'teoremi precedenti permettono di ottenere il seguente corollario.

Corollario 6.1 Sia CCR" un insieme convesso, f:C—N una funzione a valori
negativi od a valori positivi ed 1/f:C—N la funzione reciproca di f.

Se f verifica una delle definizioni date nelle Definizioni 2.2 e 2.3 allora I£
verifica la stessa definizione.

Dim. Si osservi che la funzione g(y)=1/y & strettamente pseudo-affine in

quanto, per il Teorema 5.2, & decrescente e tale che g'(y)<0 per ogni y=0.
La tesi segue dai Teoremi 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4 in quanto 1/f=gof. *

Si dimostra infine il seguente teorema di composizione per funzioni affini.

Teorema 6.5 Si consideri una funzione a valori reali f:D—3R, con DCR™M
insieme convesso, ¢ la funzione affine vettoriale ®:C—D, con CCR" insieme
convesso, tale che ®(X)=Ax+b dove AER™X" ¢ b&R™; si consideri inoltre la
funzione composta F(x)=f(Ax+b), F.C—N. ,
Se f & fn, ss.fn, gfn, s5.qfn, e.qfn, sm.qfn oppure pfn allora F gode della stessa
proprieta, ovvero ¢ rispettivamente fn, ss.fn, gfn, ss.qfn, e.qf, sm.qfn oppure pfn.
Se inoltre la matrice A ¢ quadrata di ordine n ed invertibile allora se f & s.qfn,
es.qfn, oppure s.pfn allora F gode della stessa proprietd, ovvero & rispettivamen-
te s.qfn, es.gfn, oppure s.pfa.

Dim. Le tesi seguono direttamente dalle definizioni osservando che essendo @
affine risulta f(®AX+(1-My =D X)+(1-L)P(¥)) Vx,yeC VAE(0,1) e che, nel
caso in cui la matrice A sia quadrata ed'invertibile, si ha necessariamente
D(x)=Ax+bzxAy+b=0(y) Vx,yeC x=y. 3
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Si osservi che il precedente teorema pud essere utilizzato per dimostrare che la
cTx

+
funzione lineare frazionaria f(x)—am-dr— ¢ pseudo-affine.

Teorema 6.6 La funzione h:?)‘if;#é)‘t,h(zhzz):( %)a, ¢ pseudo affine per ogni

valore del parametro reale o.
Pim. Se o=0latesi & ovvia essendo h costante; per o0 si dimostra la pseudo-
affinita di h per mezzo del Teorema 4.5.

Zival s 14272 :
Si osservi inizialmente che risulta Vh(zl,zz)—a( 1)«:1 ( Zz) [-221] . Sia adesso
Zy

(7 .2,)ER2, e sia v&ER" tale che v'v=1 ¢ vIVh(z,2,)=0, ovvero tale che

~ Zivo-1 _1_2 . . _ Z]+tV1' o
V1Z,=V,z; dal momento che a(zz) (22) #0; la funzione g(t)_(zz.}.tvz)

Z) +tVI
ZQ+tV2
ed ¢ quindi costante, implicando cosi la pseudo-affinita di h. ¢

‘ -1 :
risulta tale che g'(t)=o:( )u (V1Z4+tV Vy-vyZ -tV V,) =0 per ogni reale t

Corollario 6.2 Siano f, ed f, due funzioni affini positive definite sull’insieme
convesso COR™ Allorala funzione g=(f;/,)*, oM, & pseudo-affine.
Dim. Segue dal Teorema 6.6 ¢ dal Teorema di composizione 6.5. L 4

Si osservi che la proprieta per la quale una qualsiasi combinazione affine di
funzioni affini (o costanti) & ancora affine (o costante) non vale per le altre classi
di funzioni affini generalizzate, come & mostrato nel seguente esempio 6.1 i);
cosi pure il prodotto di due funzioni affini generalizzate non &, in generale,
affine generalizzato, come & evidenziato neli’esempio 6.1 ij).

Esempio 6.1

Si considerino le seguenti funzioni derivabili, definite su tutta la retta dei reali.

) f(x)=x3+x ed fr(x)=-x3+x2-x: risulta { | (x)=3x2+1>0 e £(x)=-3x2+2x-1<0
VxR, di conseguenza per il Teorema 5.2 entrambe le funzioni sono stretta-
mente pseudo-affini; la loro somma perd, data dalla funzione g(x)=x2, &
stretiamente convessa e non ¢ quindi neanche quasi-concava.

i) F(0)=f(x)=x: le due funzioni identita sono affini, ma il loro prodotto &
ancora dato dalla funzione g(x)=x2.
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Generalized affine scalar functions

SUMMARY

In this paper some different classes of functions, generalizing the concept of affine

function, are introduced and studied. Properties and relationships among the classes are

given and their monotone behaviour is also stressed.

Also some properties about functions transformation are provided.
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