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Sull’estremo superiore di una funzione lineare fratta
ristretta ad un insieme chiuso e illimitato

Introduzione

Nel caso di non esistenza di soluzioni ottime di un problema di massimo vincolato, si
ha interesse a conoscere condizioni sotto le quali I’estremo superiore L della funzione
obiettivo & finito o infinito e a stabilire procedimenti atti a determinarlo.

Una tale problematica & pressoché assente in letteratura che & rivolta, al contrario,
allo studio delle condizioni di ottimalita.

In questo lavoro si considera un problema di massimo vincolato avente per funzione
obiettivo una funzione lineare fratta e per regione ammissibile un insieme S chiuso e
illimitato, non necessariamente espresso da funzioni vincolari. Le caratteristiche del
problema analizzato, consentono di ritrovare come caso particolare il classico
problema di programmazione lineare frazionaria ben noto per le sue molteplici
applicazioni nel campo economico ¢ frazionario ([51,[8]).

Per il problema considerato vengono determinate, tramite il cono di recessione
del’insieme S, varie condizioni per le quali I'estremo superiore € finito oppure infinito.

I risultati trovati mettono in evidenza che le proprietad del problema considerato
differiscono notevolmente (anche nel caso di regione ammissibile convessa) da quelle
del classico problema fineare frazionario in cui la regione ammissibile & poliedrica.

Specificando infine i vari teoremi al caso particolare in cui la funzione obiettivo
diviene lineare si trovano nuovi e noti risultati.

1. Cono di recessione di un insieme

Allo scopo di rendere pill agevole la lettura del lavoro, richiameremo le principali
proprieta del cono di recessione di un insieme. Denoteremo con R, l'insieme dei

numeri reali non negativi ¢ con R, I'insieme dei numeri reali positivi.

Sia SCRM un insieme chiuso. Il cono di recessione di S & I'insieme OH(S)={de RN :
esiste {0y} Ry, 0y—0 ed esiste {x,} S tale che oy x,—d}

Valgono le seguenti note proprietd. ([2], [4], [7])

Proposizione 1.1

i) 0e 0H(S)

ii) S & limitato se e solo se OH(S)= {0}
iif) O*(S) & un cono chiuso



Se I’insieme S & convesso il cono di recessione O'(S) verifica ulteriori proprieta, cosi
come cvidenzia la seguente proposizione.

Propaosizione 1.2
Sia SCRM un insieme convesso
i) de O*(S) se e solo se x=xg+td €S, per ogni xq €S, per ogni t>0
ii) O"(S) & un cono convesso
iii) O"(S)= N1 se e solo se S=RN
iv) Se S ¢ un insieme poliedrico allora O'(S) & una combinazione lineare non negativa
di un numero finite di direzioni estreme,
Dim
Siano {x,}<=S e {Ap}cR,,, Ay—0 tali che xpAy—d. Osserviamo preliminarmente
che preso un elemento x qualsiasi di S otteniamo Au(xp-x)—d dato che Apx—0.

Inoltre definiamo la funzione £:X—X tale che fix)=x’+t'x con X’e X e t'eN; in virtd
delle proprieta della topologia definita su X f & continua. Cid implica che per ogni
intorno I di x’+t’d esiste un intorno I di d, tale che f(x)eI per ogni xe Ig.

Poiché xpA,—d esiste un n* tale che x A,elqy per ogni n>n* e, quindi,
f(xpAn)=x"+t"xpApe L.
Supponiamo per assurdo che esista un x* ed un t* tale che x*+t*deS. Poiché S &

chiuso, esiste un intorno I di x*+t*d completamente contenuto nel complementare di
S. In base a quanto visto in precedenza, esiste un intorno I4 di d tale che x*+t*xel per

ogni xe I4. Osserviamo che Ay(xp-x)—d e cid implica che esiste un n* sufficientemente
grande tale che Ap(xy-x )ely per ogni n>n* e quindi x*+t*Ay(xp-x*)€1 da cui segue
X*+t*¥A L (Xn-%x%)e S per ogni n>n*,

Si prenda adesso n’ tale che t*A,<1 per n>n’. Per ogni n>max{n*n’}, otteniamo,
per la convessitd di S, x*-t*Apx*+¥hpxy =(1- t*¥h)x*+ t¥Anx, €S, ma poiché n>n*
abbiamo anche x*+t*(An(xp-x*))2 S che & assurdo.

Viceversa sia x=x(+td €S, per ogni X €S, per ogni t=0 e dimostriamo che de O*(S).
Fotd - d ovvero -

llx, + tdll lidll ]
€ 0™(S). Poiché O*(S) & un cono segue che deO*(S) da cui la tesi,

ii) Siano dq,dpe O%(S) e dimostriamo che Ad +(1-1)dre O'(S). Dalla i) segue che
X1=xgt dj €5 e xp=xp+t dp &S e per la convessita di S otteniamo & x+(1-A)xp = xq
+ Ad+(1-A)do€e S con 20. Segue che Adj+(1-A)dy € O*(S)

Osserviamo che per t—e<, {|xg+td||—e< ed inolire

iif) Se O"(S)= R allora, per la convessith di S si ha xp+t d €8 per ogni de R da

cui W1 =S, Viceversa, se S=RN allora per ogni de R™ ed ogni XQES otteniamo xq+t d



€8S, da cui de OF(8).
iv) Segue immediatamente dalla i) e dal teorema di rappresentazione degli insiemi
poliedrici .
2. Posizione del problema e risultati preliminari

Si consideri il problema

T
(1) sup (%) = {m]

xeS bTx +b,

|33
-

ove SCHM & un insieme chiuso ed illimitato, a,be R, ag,bpe R, bTx+b0 >0 per ogni

X€S.
La non esistenza di una soluzione ottima del problema implica I'esistenza di una
successione {x}cS, divergente in norma, tale che f{x,)—L.

In questo paragrafo studieremo una generica successione {x,}CS, divergente in
norma, soffermandoci in particolare sul comportamento della corrispondente
successione {f{(xy)}.

A tale scopo denotiamo con Rec(S)= {de OF(S): ||d||=1}. Si osservi che per la iii)
della proposizione 1.1, Rec(S) & un insieme compatto,

Poiché ogni successione limitata contenuta in RD ammette una sottosuccessione
convergente, converremo, a meno di ridenominazioni, che ogni successione limitata
considerata sia convergente.

Sia (xp} =S , con [|xy|| >+ e sia d= lim X ; ovviamente de Rec(S).
Sipongahy, = Tn_ —y, al={xe R%; aTx=0}, bl={xe R0 bTx=0},

1= Al
HLl = al ~ bl H=(HL)L.
Poiché R & la somma diretta di H e H-, ogni elemento hy, pud essere unicamente
espresso nella forma hy = hy* + hyl con hy*eH e hyle HL .

Tenuto conto che aThy= aThy* e bThy= bTh* andiamo a calcolare il seguente limite:

sk
a¥(d +h ) lix Il + a,

I= lim f&x)= Ilim . o
n—ee 0% Bl +h ) lix, Il + b,
#®

Posto h*= lim . ¢ riferendoci alla notazione appena introdotta, vale il
n—eo |[h *|

seguente



Teorema 2.1
Valgono i seguenti casi esaustivi:

ald
i) se bTdz0, allora 1= WTd
ii) se de=0, ald>0 allora I=eo
i) se bTd=0, aTd<0 allora l=-c0
iv) se bTd=0, aTd=0 possono verificarsi i seguenti sottocasi
BaTh* + a
* R A
a)se [lbn*ll| xq)l—B=0 allora 1 BbTh* + by
a4
b) se || hy*|ll] xpll—0 allora = b_o
alh*
c) se [ty *[lll xpll—+e= € bTh*=0 allora = T
@) se [fhp#lllxpll—>+se, bTh*=0, aT h*>0 (aT h*<0) allora [=+e0 (-o0)
Dim
D), i), iii) Ovvie. Basta dividere numeratore e denominatore per || Xp||.
iv) le ipotesi implicano che
i *
a b,y «
% g hn ’ X, + N
aT( @by Y+ 2 !
I= lim = . = lim ” da cui seguono
ne bTaeny g f+b, n—>b7nl], -
" h, ' X, |+ b,
h,

immediatamente a) ¢ b).

Nel caso in cui [lhg*|ll[xpll—>+e0, ¢) e d) si ottengono dividendo per |Jhy*[||[xy]l
denominatore e mumeratore della f. Per quanto riguarda d) infine, si osservi che
bTh#=0 implica necessariamente che aTh*0, dato che h*¢ HL. +

Osservazione 2.2
‘Nel caso in cui la funzione obiettivo f sia & lineare (ovvero b=0, bp=1, ag=0), tenuto

conto che H-- coincide con al, i risultati del teorema precedente si specializzano nel
seguente modo.

Corollario 2.3

Si consideri il problema max f(x)= alx. Ripsetto alle notazioni introdote, valgono i
xeS '

seguenti casi esaustivi:

1) se aTd>0 allora I=+eo

2) se ald<D allora l=-co



3) se aTd=0 e [[hy*[[|| xpll—P=0 allora 1=PaTh*=P||al
4) se aTd=0 e [lay*[|l| x,]|—0 allora 1=0
5) se aTd=0, {lay*|ll xgll—>+o0 & aTh*>0 (aTh*<0) allora [=oo (-o0)

A chairimento dei risultati presentati, si considerino i seguenti esempi.

Esempio 2.4: S:={(x, )6912 D y=- l ; x21} Rec(S)={(1,0)}.Poniamo d=(1,0) e
X

consideriamo la successione {n,-1\n}<S; ovviamente ||(Xp, ¥y )||~+ee.

D fg)= 2203y b=(1,1), da cui aTd=2 e bTd=1.
X+y+2
T
= lim f(x,) = a_Td_ =2
n— co d
2) f(x,y)= m;_z a=(2,3), b=(0,1), da cui aTd=250 e bTd=0.
¥ +
1= lim f(Xn)=+°°
n— ec
2% 4+ 3v+ 2 T T
3) f(x,y)= - a=(2,3), b=(0,1), da cui aTd=-2<0 & bTd=0.
y
I= lim f(xXy)=-c
n—> oo
3y + 2

4 f(x,y)= N a=(0,1), b=(0,1), da cui ald=0 e bTd=0.
y

*

Con semplici calcoli si ottiene hy* =| 0,— ! ,

2
n {1+ -—
n

L oh*=(0,-1), e

h

n
b *lillxp)l—0 dacuil= lim f(xy) =1
n— oo

Esempio 2.5: S:={(x,y)eR2 : y=- 1 +2, x21} Rec(S)={(1,0)}.Poniamo d=(1,0) e
n

consideriamo la successione {n,-1\n+2}cS ; banalmente [[(xy,yp)|l—>+e.

3y+2
f(x,y)= _3)}4? a=(0,3), b=(0,1), da cui aTd=0 e bTd=0. B’ agevole verificare che
" 14+2n : .
hy* =| 0,- 7 T * —h*=(0,1), e {[an*[lll x5/l—220.
2 NN B
n ‘/14- n2 e + n4 n
T 0
- m =8/3
Bb'h* + b,



Esempio 2.6: S:i={(x,y)eR2 : y2x2, x>0} Rec(S)={(0,1)}. Poniamo d=(0,1) e
consideriamo {x,,y, }<S tale che (x,,y, )=(n,n%);0vviamente ||(Xp,y )| =+

f(x,y)= X+2 a=h=(1,0), da cui aTd=0 ¢ bTd=0.
Xx+1
1 %

Otteniamo hn*=( ,0] , “* —h*=(1,0), [lhy*|lI(Xpy)ll—2+e2, bT h*0,

v1+n? h,

T

a h*

(X, y)— 1= oTh e =1

Esempio 2.7: S={(x,y,z)eR3: (x,y,z):(x,«/;,— J;), x20}.

742

f(x,y,2)= = Rec(S)=(1,0,0). a=(0,1,-1) b=(0,1,1). B’ facile ricavare che
y+z+1

h 11

—L—{O,E,— —-] & [lhy ¥l [l—>s, BT h*=0 e aT h*>0. Segue l=-oo.

b V2

3. Sull’estremo superiore del problema considerato

Vediamo adesso come i risultati precedenti permettano di ottenere utili indicazioni
riguardo all’estremo superiore del problema di massimo vincolato considerato.

Il seguente teorema fornisce una condizione sufficiente affinché la funzione f ammetta
estremo superiore finito.

Teorema 3.1

Siconsideri il problema
T
(0 max  f(x) = |20
Allora l'estremo superiore L € finito se si verifica una delle seguenti condizioni;
i) max ald<0;
d € Rec(S)
ii) b—l-mRec(S)=®. In particolare se bJ—mRec(S)=® e non esiste massimo di f, allora
T
sup f(x) = max a d

deRec(S) bTd

iii) ~ max aTd<0 e per ogni deRec(S)NHL la successione [|hn*|[|l %gll ammette
d € Rec(S)

limite finito



iv) max  ald<O e per ogni de Rec(S)NH si ha b * (Il Xgll—+ee € bTh*0.
d € Rec(S)

Dim
1) Per assurdo supponiamo che sup f(x) = +e<, ovvero esista una successione {x,}cS,

|| xll tale che f(xy)—>+ec e siad’= lim “x“ i A norma del teorema 2.1 segue che
n— e Xy
aTd’20 (cfr. i) e iv)d di 2.1) coniro Pipotesi = max  aTd<0
d e Rec(S)

iiy Dalla i) del teorema 2.1 segue direttamente che I'estremo superiore & finito. Per

dimostrare la seconda parte dell’asserto, osserviamo preliminarmente che il problema
T T
a

ammette soluzione dato che Rec(S) & compatto e € una

() max
deRec(s) b'd

funzione continua ; indichiamo con d* la soluzione di (p). Inoltre poiché d*eRec(S),

b'd

esiste una successione {yp}, |[ypll—=< tale che Y —d* e di conseguenza f(yy)—
¥n
ald* X
Per ogni successione {X,}cS, [xp/[~>e abbiamo —I 4 con
b d* Ix I
T T
ad ad*
de Rec(S) e quindi f(x;,) — <
E YT b bTd*
Poiché supf(x)=L<e e non esiste massimo , esiste una successione {x,}, [[Rpll—>+ee
tale che f(xg)oL =28 » L4 4 mmediatamente supf(gs -0
ale che f(x)— “oTd 2 Blg* a cul segue iImmediatamente supf(x)= STqw

iii) Per assurdo supponiamo f(x)= +ec. In virtlt del teorema 2.1 aTd20. aTd>0 &
assurdo perché contro Uipotesi. Se aTd=0 ir virth del teorema 2.1, It * Il Xpll—-+= €
cio contraddice I’ipotest.

iv) Per assurdo supponiamo f(x)= +. In virtd del teorema 2.1 ald>0. a¥Td>0 &
assurdo perché contro I'ipotesi. Se aTd=0 in virtt del teorema 2.1 [hy*|[ll xpll—oa,

bTh*=0 e cid contraddice I'ipotesi. .

I risultati appena enunciati offrono condizioni di esistenza del’estremo superiore
finito, ma non danno alcuna informazione riguardo all’esistenza del massimo, Si veda
al riguardo la 1) dell’esempio 2.4.

Proponiamo il seguente teorema che offre una condizione sufficiente a garantire
’esistenza del massimo di f.

Teorema 3.2
Sia dato il problema

T
(1 max f(x) = [—amil



Se max ald<0 ed esiste x’e S tale che f(x") 20, allora max f(x)=L<+o<.
d € Rec(S)

Dim
Dal teorema precedente supf(x)=L<-+e<. Per ipotesi, per ogni successione {xp,}<S,
|IXpll—>e< siha lim f(xy)<0. Poiché f{x’) 20 esiste una successione limitata {yn}<S

n = oo
tale che lim =supf(x). Essendo limitata, {y,} ammette una sottosuccessione
n—eo

convergente in S, yp—y*ed in virth della contmuitd di f, si ha

fy¥)= lim f(yy)=supf(x) da cui la tesi. *
n— e

Infine presentiamo il seguente teorema che offre condizioni sufficienti a garantire che
l'estremo superiore non sia finito,

Teorema 3.3
Sia dato il problema
T
(1) max  f() = [t
xeS b x+b,

Allora 'estremo superiore L & infinto se si verifica una delle seguenti condizioni;
iesiste d’eblnRec(S) tale che aTd>0;
ii) esiste de HLRec(S) tale che la corrispondente successione |[hy*|l|[xp/l 2+, €
bTh*=0, aT h*>0
Dim

I Xn

i) Sia { x, }<S tale che —— —d’.

|I%nll

In base alla ii) del teorema 2.1 segue  lim  f{xq) =>e<
n—eo

i) Sia { %, }cS tale che  lim ”"n - =—d’. Segue banalmente dalla iv) d del
n— oo X,

teorema 2.1 *

Riprendendo gli esempi 2.4 e 2.7 possiamo chiarire i risultati appena esposti
Esempio 2.4

D bJ—mRec(S)=Qi, 1non esiste massimo e sup f(x,y)zZ:—Ett—j.

2) bhRec(S)=(1,0), aTd=2>0 segue supf(x)= o<,

4) Poiché |[bp*|lll xpli—0 ¢ aTd<0 per de blnRec(S) segue I'estremo superiore &
finito. In paticolare supf(x)=1

Esempio 2.7

HLMRec(S)=d=(1,0), [[b,*|[lixyll—=°, bT h*=0 e aT h*>0. Segue supf(x)=-c.



L’esempio 2.6 mette in evidenza che nel problema di massimo vincolato considerato,
non & vero in generale che l'estremo superiore & raggiunto su una direziore di
recessione, cosi come accade al contrario per il classico problema di programmazione
lineare frazionaria, nel quale la regione ammissibile é poliedrica. Daremo una
dimostrazione di tale proprietd, non basandoci su procedimenti algoritmici cosi come
avviene in letteratura ([31, [6] [8]), ma sfruttando il teorema di rappresentazione degli
insiemi poliedrici .

Presentiamo dapprima il seguente lemma

Lemma 3.5
Sia dato il seguente rapporto

’YIYJ. + ’YZYZ + "+"Ynyl],
Blyl + 82Y2" +8nyn

ove yj 20, 8j%0 i=1,2...n,

Risulta Tt Vo¥o+ YLV, < max :Y_l
81}’1 +82Y2-' +6nyn i o
Dim
Sia Y—* = max Yi
o* i o
Otteniamo Y+ VYot Yy, ¥F _
3y, +06,y,.. +38,y, o *

(7,8 -8,y ¥y, + (1,8*=8,y %y, + ..+(y,8%-8,v*)y,
(3,y, +8,y,.+8,y,)5%
Essendo (81%y;-3;y;*)y; < 0 segue la tesi +

Come € noto[1], per il teorema di rappresentazione degli insiemi poliedrici, ogni xe S
k 1 k

si pud esprimere nella forma x = ) o'x' + Y Bldi , ove Y o =1 e piz0,
=1 j=1 i=1

>0 x!e dl rappresentano rispettivamente i punti e le direzioni estreme di S. In modo

equivalente, possiamo scrivere x = zk: aix! + 2 Bidi + 2 Bid! ove
i= jel jel*
J¥=LfJcon L={ 1,2,..1}, J={jeL : aTdi = 0 e bTdi=0}.
Utilizzando la notazione introdotta otteniamo il seguente lemma.

Lemma 3.6
S1a dato il problema
T
(PF) max f(x) = %m
xeS b x+b,



con S insieme chiuso, poliedrico .
Se il problema Pg non ammette massimo, e se { X, } & una successione tale che

sup f(x)= nl_i_{)nm f(xn) con x,, = E onx' + Y Bldl + ) Bid! , allora si ha
jel jel*

[SJn ~>+oo per almeno un  je J*
Dim

Si osservi preliminarmente che da x, = 2 ocl xl + ¥ BJ dJ ¥ BJ dJ

i=1 jel jel*
si ricava llxyll £ Z oc + 2 BJHdJH b BJ”dJ”
i=1 jel*
max  Ibdll+ Y Bilal]| + z ﬁJ ” .
1 jel

Essendo llxpll—+eo otteniamo ﬁn —>+eo per almeno un je L=JU J* .

. i ..
Supponiamo adesso che per assurdo [, ~>+co non valga per ogni je J*.
In tal caso abbiamo {Otil }, {Bﬂl} jeJ* sono successioni limitate e quindi convergenti {

a meno di ridenominazioni), da cui

a(}j 0',x + ¥ Bgldj+ h ﬁgldj)+aO

()= 1_k1 jel jel* _
(zocx+ zBJdJ Y Blady + b
) n 0
i=1 jel jel*
T, X i
a (Y o X+ > BJdJ)+a
= 1;1 jey* — 1 con
BT Y a'x! + ¥ BJdJ)+b
. n
i=1 jel*
T, X i ]
a (¥ ogx + h ﬁd-})+a
= i=1 jel*
k. .
bI( I abxl + 3 BJdJ) + by

[
[a—

jel#*

Se supf(x) = +eco.abbiamo immediatamente raggiunto lassurdo. Se al contrario

k..
supf(x) € finito, si noti che f(xy) — 1 =f( ¥ ocbxl + 2 BJ dJ)e per il teorema
i=1 jel*

-10 -



x! € S, contro I'ipotesi che Pg non

k. s
di rappresentazione, ¥ ol + % pldd

. 0 , 0

i=1 jel=
ammette massimo, .

Siamo quindi in grado di dimostrare il seguente noto risultato della programmazione
frazionaria

Teorema 3.7
Sia dato il problema

a'x+a
Pg max f(x)= | ——"4
e xeS l:bTX+b0 :l

con S insieme chiuso, poliedrico.
Se Pp non ammette massimo, allora ;

i) sup f(x) = +o0 se e solo se esiste una direzione estrema di tale che aTdi > 0 e bTdi=0,

Tyi
ii) se sup f{(x) #+oo allora sup f(x) = max aT d.
jel* bid

Dim
Sia df una dirczione estrema verificante le ipotesi del teorema ¢ x = X +tdl con

aTxo +attd + a

Xg € S e t>0. Otteniamo f{xq +td!) = — ¢ quindi
0 N S 3
0 0
lim f( xg+td’) = +oo da cui la tesi.

n—eo

Viceversa se sup f(x) = +e<, allora esiste una successione {xn}cS, divergente in
kK. . .. ..

norma, tale che f(xy) —+eo. Siaxp= ¥ ailxl + ¥ Bﬂldj + Y [_’)}JfldJ
i=1 jel jel*

A norma del lemma 3.6 esiste almeno B{] —+oo con jeJ*,
Si - j : B .
i ponga adesso PBp= Z B 5 © ovviamente, By —>+o0, 0< B <1 per ogni j e
jer* n
BJn —_ 1 H BIEI b l
2 ~~ =1 . Inoltre ogni successione - & convergente (a meno di
j cJ* Bn ﬁn

ridenominazjoni della successioni stesse) ed almeno una di esse converge ad miz0.
Dividendo denominatore e numeratore di f(x,) per B otteniamo :

-11 -



T ) 3 f )+
f(xn) = a,n : Bl o b:) da cui
Zp, 00+ Jugr ) +
B] ( de)
hm fxy) = hm J—E!“B,—
B ( Td,)
JEJ*f’

Poiché f(x,)— o necessariamente hm py B“ (deJ) = EJ*mj(dej) =0 e
o el i€

lim X B—i‘(ade) = X mj(ade) 20 e. Poiché mi=0 per ognije m’ =0 per
D=0 ieJ* B, el
almeno un j, segue che, per almeno una direzione di, si ha bTdi=0 e aldiz0; inoltre
poiché j e J* , bTdi=0 implica aTdi>0.

Di conseguenza esiste almeno una direzione estrema di, tale che

supf(x) = tlgxgo f(x+ tdi)= 4oc con x€ §.

Y m (ade)
T

it) Analogamente a quanto dimostrato per la i) otteniamo f(x,)— i€l ——
Y, mi(b"d’)

E€T*
ZoeEe)
In virtd del lemma 3.5 otteniamo = _ ~ < max-—— ¢ di conseguenza
Y mi(bTdl)  EF(bTdl)
Er*
(0= lim ook e 20 con 29 (a'd! .
= + = e = T
supl(o= i f(x bTa " bl T R (b))
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