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SOMMARIO: $i prende in rassegna il ruolo che le condizioni di complementaritd stretta {c.s.} svolgono
nei problemi di programmazione matematica. Vengono esaminati i seguenti casi: A) Complemen-
tarits stretta e condizioni di ottimalita sufficient! del secondo ordine; B) Complementarita stretta ¢
condizioni di ottimalitd sufficienti del primo ordine; C) Complementarita stretfa e regolaritd della
matrice Jacobiana delle relazioni di Karush-Kutn-Tucker; D) Complementarita stretta & analisi di
sensitivitd; B) Complementaritd siretta e problemi di programmazione lineare.
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Sia dato il seguente problema di programmazione non lineare

min f(x)

xe S

(P

ove S={x @R"lgf(x) 20,i=1,...mhx)y=0,j=1,..,p}

e per'il quale supponiamo (almeno per il momento) che le funzioni in esso implica-
te siano differenziabili in un insieme aperto X < R". Come & noto [15, 16, 23, 35),
se x° & soluzione locale di (P) e se vale in x° una condizione di qualificazione dei
vincoli, esistono allora moltipticatori u® =[u®,ul, ., ull,w® ={w?, w?, .., wl]
tali che (“condizioni di Karush-Kuhn-Tucker™) ' -

u.? 20, iw}n,;.., m . - (1)
u?gr'(_xo)m(}; i=1,.,m ' (2)
VL (o, W) =0 3)

ove L (x, u, w} = f(x) — u g(x) + w h(x) & la funzione lagrangiana associata al pro-
blema (P). - : 4 _

Sia-ora x° € §; denotiamo con I (x°) I'insieme degli indici det vincoli attivi {0 ef-
fettivi o aderenti) in x°, ossia ‘ ‘

| 160y = {il g 6"y = 03, |

Diciamo poi che per una terna (x°, u”, ") che soddisfa le condizioni (1)-(3) di

Karush-Kuhn-Tucker valgono le condizioni di complementaritd siretta se risuita
w >0, YielI(x%).

Le condizioni di complementaritd stretta sono spesso imposte sul problema (P),
eventualmente assieme alla condizione di indipendenza lineare dei gradienti dei

. vincoli attivi ed usualmente nel discutere condizioni di ottimalitd sufficienti del se-

condo ordine. Tuttavia, contrariamente ad altre condizioni imposte su (P), il ruolo
della complementarita stretta ha ricevuto attenzioni solo parziali ed incomplete. In
parecchi testi sulla programimazione non Lineare la complementaritd stretta viene
semplicemente definita e solo in alcuni avanzati testi di programmazione lineare
[28, 417 tale proprietd viene pilt a fondo utilizzata, specialmente nello studio del
cosiddetto metedo “primale-duale”.

Nel presente lavoro si prenderanno in considerazione i principali casi nei quali
la complementaritd siretta svolge un ruolo importante o addirittura indispensabile
nei problemi di programmazione matematica.

Prima di analizzare i siddetti casi, richiamiamo alcune definizioni.

It punto x°e S & punto di minimo locale per (P) se esiste un intorno U(x") tale
che _ o
FE <), Yre S UED..
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Se la precedente disuguaglianza & vériﬂcata strettamente per x # x°, allora x° &
punto di minimo locale stretto per (P). S¢, conk e N={1,2, ..., n, ...}, esiste una
costante o > 0 tale che. ‘

Aoz e +adlx=xY,  vx e S UED),

allora x° & punto di minimo locale stretto di ordine k. Se & k=1, il punto x" & anche
chiamato punto di minimo locale forte o stringente (“sharp™) o fortemente unico.
Quest’ ultima terminologia & dovuta a Cromme (1978) che utilizzo tale concetto in
uno studio su metodi numerici iterativi; si veda [42]. Tali definizioni si trovano
precedentemente anche in Hestenes [14, 15]. Notiamo che:

1) Se x” & punto di minimo locale stretto di ordine , allora é anche punto di mi-
nimo locale stretto di ordine m, pet ogni m > k;
i) B evidente che ogni punto di minimo locale stretto di ordine k ¢ punto di mi-
nitno locale stretto, tuttavia il contrario non vale. Per esempio, se f: [0, +c0] & defi-
nita da

700 = x, per x>0
0, pax=0,

il punto x” =0 & punto di minimo locéle stretto ma non d1 minimo locale stretto di
ordiné &, per qualsiasi & € N.

Se esiste un mtomo U™ tale che x° & P'unico punto di minimo locale in U(x")
per (P), allora. x° & detto punto di minimo locale iselato (si veda anche [10, 31]).

A) Complementarita stretta e condizioni di ottimalita sufficienti del
~ secondo ordine

* Sono note le seguenti condizioni del secondo ordine, dovute a Pennisi [26] e ri-
prese da Mc Cormick {217, affinché un punto x° sia d1 minimo locale stretto per P
Deﬁmamo prima gli i 1ns1em1 :

I+ (x° ,uo)m{iiiel(x‘}), ul >0}
260, = s e R7ET Vg, (1) =0,
tel*(x,u%); 2" Vg (x°) 20,

_ iGI(JCO)\I+()C{),MO);ZTV}IJ-()CG)WO, J=lus Pl

Teorema 1. Se le funzioni che definiscono-il problema (P) sono di classe C 2'in un
intorno di L e 8, allora x & punto d1 minimo locale stretto per (P) se esistono
vettori di moltiplicatori #° e R'e w® & R” tali che soddlsfa.no le cond1z1om (-
(3) di Karush- Kuhn—Tucker ¢ inoltre la condizione

,-/\
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;T VZL Gl W z>0, Vzo, z e Z (", 9.
Han e Mangasarian [13] hanno notato che le restrizioni su z sono equivalenti a:
2#0,2 VI =0, 7 Vg ()20, i e 16N, ZVRE)=0,7=1,..,p

Va sottolineato che il precedente teorema non fornisce condizioni affinché 1" sia
anche punto di minimo (locale) isolato, come erroneamente affermato in Fiacco ¢
Mc Cormick [7] e Mc Cormick [22, 23].

Un controesempio & offem} da Robinson [27] e da Still e Streng {35] In partico-
lare, Robinson dimostra che x° & punto di minimo locale isolato per (P) se le condi-

zioni sufficienti del secondo ordine cspresse dal teozema 1 valgono per futfe le

coppie di moltiplicatori (1°, w") associate a x° e se in x° vale inoltre la condlzlone di
qualificazione dei vincoli di Mangasarian-Fromovitz [35], ossia:

(i) Esiste un vettore y & R“ tale che ' Vg, " >0, Vie ](x Y; ¥ th(x Y= 0,
Yi=1,...p;
- (DI gradmntl v h-(x ).j=1, ..., p, sono linearmente indipendenti.

11 fatto che x° sia punto di minimo (locale) isolato ha importanti implicazioni
‘per gli sviluppi algoritmici.

Si sottolinea inoltre (si veda [35], ma il risultato era gia stato amicipato da He-
stenes [14, 15]) che il teorema 1 permette 1 realtd di conciudere che x° & punto di
m;mmo locale stretto di ordine 2:

f@) = +ollx-24Y, vresSnUEY.

Ovviamente, se & I'(x°, u®) = [(x°), ossia vale per (P} la complementarita siretta,
¢ possibile utilizzare le note condizioni sul segno di una forma quadratica vincolata
da un sisterna lineare omogeneo: cfr. [38].

Nella letteratura, soprattutfo economica, si trova il seguente risultato, essen-

- zialmente dovuto ad El-Hodiri [6] e ripreso da Takayama [38], Castagnoli e Peccati
[4], Simon ¢ Blume [34].
“Se, oltre alle condizioni di Karush- Kuhn-Tucker per il punto x € & risulta
2T VL, 8 w}z>0 Vz;f:(} tale che 2’ Vg (") =0, i eI(x%); 2 Vh(x) 0,
=1 ..,p, ailora % & punto di minimo locale stretto per {P).”

Ii seguente controesempio dimostra che tale risultato € errato e che non si pud .

completamente prescindere dalle condizioni di completmentarita stretta.
Sia dato il probiema (in R%):

1
min—(x? - x
SO = x3)

sub—x% 20,

Si verifica facilmente che x° = (0, 0} e u® = 0 soddisfano le condizioni del 1isu1—
tato richiamato (si noti che non vale la complementarita stretta). Si vede perd che x°
non & punto di minimo locale, perché la funzione obiettivo pud essere diminuita
muovendoci da x° lungo Ja dxrezwne ammissibile {0, — 1).
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B) Complementanta stretta e condizioni di ottimalita suffi czena del
primo ordine

Introduciamo il seguente cono:
PH={xe R V<0, 7 Vgx)20,i el’); 7'V hfm)=0, jwl P}

E nota (cfr. [351) la seguente condzzmne sufficiente di ottimalita del primo ordi-
ne per (P).

Teorema 2. Sia x° & $ se risulta P(x°) = {0}, ossia il seguents sis.tema
2IVf () <0 .
2TVg (x°) 20, iel(x®)
zTVh; (x%)=0, j=1..p,

non ammette soluzioni z # 0, allora x” & punto di minimo locale stretto per (P).

La condizione espressa dal precedente teorema & equivalente a:

Vf(_xo)eint{ Z 0Vg,(:c‘})«%«Z{w Vh(x")=0; u 20, ze](x) wl ER,j-l

ief (x%) Jed

Notiamo inolire che la condizione espressa dal precedente teorema permetie in
realty di affermare che x° & punto di minimo locale stretto di ordine uno per (P). Si
vedano anche i lavori [5, 10, 14, 15]. Analizziamo ora il ruolo che la complementa-
ritd stretta svolge per le suddette condizioni sufficienti di ottimalita del primo ordi-
ne. '

Teorema 3. S1a e S si supponga che tra i vettori V‘f(x Y Vg,(x ), ie I,
Vh; (x Y= 1, ..., p, ve ne siano Imearmente indipendenti Allora P(x") = {0}
se e solo ser eszstono molnphcatom u? > 0e wl @ R tali che

Vf(xﬂ_)m g; ngj(x°)+zwﬂw1 (x%) ' (4
fel(x ) . :

Dimostriamo prima il seguente jemma.

Lemma 1 Sia % § e sia P(x®) = {0}; allora esistono moltiplicatori #? > O
i ef(x) w eR, j=1, ..., p, tali che valga la (4).

Dimostrazione. In base aile ipotesi del lemma, nessuno det saguentz sisterni liteari am-
mette soluzione: : :

-
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Vg (x*) >0

2TV (%) 50

#Vg(x%) 20, e L(xX)=1(x")\{}}
2TV (x%) =0, j=1..p.

perognil e I(x“), e

ZVF(x°) <0
2TV {x%)20, iel(x")
VR (%) =0, j=1,...p

I} noto teorema di Farkas (cfr [36]) garantisce I'esistenza d1 numen "z 0 220, gr e
plz0, qk tali che

WV () =Yg () + Y plVg(x0)+ 3 qlVA (<)

el {x®) j=t

Vi (x")= Z PV (x°)+ Zq,th(x ).

zEI(x }

Smmnando tah equaz;om ¢ dividendo per r -(H > H}, otteniamo la {4), con
fef/{x°} o

ufu[1+ >, pi+pk]ir,essendo ul>0. g

ief(x%)

Dimaostrazione del teorema 3, In base al precedente lemma, resta da dimostrare la parte
. “sufficiente” dell’enunciato. Supponiameo dﬂnque che esistano moltIphcatori >0 e wh

tali che a (4) sia verificata.
Sia z € P(x"). Allora

022"Vf ()= T uf"Ve & >+>:w°z’w (x)20.

IE!(Z )

Cid implica 27V f(x%) = 0; 27 V g;(x%) = 0, il (:%; 2 V hj(x‘)):{), i=1,..p
Poiché n di queste equazioni sono linearmente indipendent, z' =0 e il teorema & guingi
completamente dimostrato

Va notato che se tra i gradienti {Vg,(x")}, ie I* (x %), {V;’zf(x W.i= 1 e,
ve ne sono # linearmente indipendenti, 'insieme Z(x’, #°) collassa al solo vett01e
nullo. Di conseguenza, Ie condizioni sufficienti di ottimalitd del secondo ordine so-
1o, nel presente caso, ridotte alle sole condizioni di Karush-Kuhn-Tucker, ossia le
classiche condizioni necessarie del primo ordine diventano anche sufficienti (per
un minimo locale stretto di ordine uno).
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Per condizioni sufficienti del primo ozdine per punn ch mlmmo localmente iso-
lati; si veda {31].

C) Complememartta stretta e regolarita della matrice Jacobmna
del[e relazlom di Kamsh-Kuhn Tucker ' :

Nel testo [9] Giannessi dimostra (pag. 162, teorema 3.3) il seguente risultato.

Teorema 4. Sia dato il problema “classico” di programmazione matematica

®) o | Min f(x),
‘ xe 8= {xeR"ih(x) 0,j=1,...,p}

ove le funzioni siano di classe ¢ ? in un intormo di 1* & § ed ove la matrice Jacobia-
naV h (x%) abbia caratteristica mass1ma di mocio che emste un vettore di moltiplica-
tori W’ € RP tale che

VA" + w’ V.h(x)=0.

‘Risulti poi det DY, w") = 0, ove
2
sy VE ) V)
(VA(x)" 0

Allora x° & punio di minimo }océle- stretto (addirittura isolato) per (Py) se e solo
. e ogni soluzione y # 0 della relazione VA(x®) y = 0 verifica la disuguaglianza

_ ¥y T 9L, w %y > 0,
essendo L {x, w) = f{x) + w A(x).

Tale risultato & interessante e denva da] fatto che una matrice simmetrica 4 se-
midefinita e tale per cui ¢ | 4l # 0, risulta essere definita.

Vediamo ora come il risultato di Giannessi si generalizza al problema (P) {rami-
te le condizioni di commplementarita stretta.

Riscriviamo parte delle condizioni necessarie del primo ordmc di Karush~Kuhn—
Tucker, riferite ai generici vettori x, u; w:

_ Vi (x, v, w)=0 (5
i g(x) =0, i=1,...,m __ OB
B(x)=0, j=1,..,p. ' M

Supponiamo che le funzioni £, g, ; del problema (P) siano di classe € % inun in-
torno del punto x* e § che verifica le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker.

Differenziando le equazioni (5)-(7) rispetto a (x, 1, w) otteniamo la seguente
matrice M che & in sostanza la matrice Jacobiana delle relazioni di Karush-Kuhn-
Tucker.
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VL (x,wy =g (e Vg, () VA (), Vi, ()]

w(Ve () | gx) 0 0
M(x,u,w)=|u, (Vg, () 0 g (%)

(Vi (27

P 0 ' 0

(VA () i

Ricordiamo ora le seguenti conézzaonz necessarie di ottimalitd del secondo ordi-
ne par il problema (P). Si veda, ad esempio, [22, 23].

Teorema 3. Siano f, g e /; di classe ¢.% in un intorno di x*e S, essendo x* soluzio-
ne locale di (P) e valga in x* una condizione di qualificazione dei vincoli del se-
condo ordine. Allora, oltre alle condizioni (1)-(3) il punto x* soddisfa la disu-
guaglianza ‘

VL, ut, wh) 220, Yz eZ(x¥, uh).

Il seguente risultato & dovuto a Mec Cormick [22, 23]

Teorema 6. Sxa x* soluzionie locale di (P), ove le fum;om in esso 1mphcate siano
di classe € 2 in un intorno dj x*. :

{i) Supponiamo che x* soddisfi le condizioni necessarie di ottimalita del secon-
do ordine del teorema 5 e supponiamo che M(x*, u*, w*) sia regolare. Allora val-
gono per (x*, u*, w*):

a) le condizioni sufficienti di ottimaliti del secondo 01;dine;
b) le condizioni di complementarita stretta,
c) la indipendenza ime:are dei gradienti Vg,(x*}, { € J{(x*); Vh (%)

(ii) Se per (x*, u® ,w*) valgono le precedenti condizioni a), b), ¢), allora
M(z*, u®, w*) & regolare. .

Il precedente teorema: generalizza il tisultato di Giarmessi e porie in relazione la
complementarita stretta con U'invertibilita della matrice M.

Pud essere interessante porre anche in relazione I’indipendenza lineare dei gra-
dienti dei vincoli attivi con condizioni di complementarita stretta.

Teorema 7. Sia X* € § soluzione locale di (P) e siano i gradienti Vg,(x*), i & I(x*);
Vh{x*) linearmente mdlpendentz Allora, per ogni i € I(x*), risulta u¥=0 see
solo se Ey e Cx*) = {y " Vg,(x*) >0, Vielx®)y' v hx*)y=0,7=1, .., p}
tale chey V(¥ =0may’ Vgx*)>0. -
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Dimostrazione.
a) Sufficienza. Poiché x* & soluzione locale di (P) ed i gradienti dei. vmcoh attivi sono
i, siha :

‘ * . b * ;
Vi(x®y— 3w, Ve (x*)+ 3 wjoth {(x*}=0
T =l

da cui

j"Vf G-y X u; V&(Jﬂ*)ﬂ) ZW Vh, (X*) Y u; Vg, (x%). 8

Jelix)
Jt

Poiché 7 V hi{x*y=0,V j=1, .., p, )" Vg(x*) 20, V& I(x*), u52 0,V j € I[(x*), da

y7 V f{x*) = 0 segue che la (8) pud susszstere soloseéuf=0. - _
b} Necessita. Poiché x* & soluzione locale di (P), esisteranno moltiplicazioni u} e wf
unici di Karush-Kulm-Tucker. Di conseguenza sara soddisfatta (cfr. [18]) la seguente con-

dizione di qualificazione stretfa di Mangasarian- -Fromovitz:
Tvettori V g{x*), i € I*(x*, u*); V h{x*) sono L1i. ed esiste y e R tale che il sistema

Vg (x¥) >0, iel(x¥)-I" (x*,u*)
YV (*)=0, iel’(x*u%)
yTij(x%)iO, j=1a ey P

ammette soluzione.
Tenendo conto delle condizioni di X. — K. — 7 si ha inoltre 3TV Ax*)=0.

Come conseguenza del precedente téorema abbiamo dunque il seguente risuitato.

Corollario 1. Se x* & § ¢ soluzione locale di (P) e vale ’indipendenza lineare

dei gradienti V g,(x*) e l(x*y; V hj(x*), allora per ogni i € I(x*) & u ,* > ( se e golo

seVye C(x*), Y f(x*) 0 implica y T gi(x*) = 0.

D) Complementarifd stretta e analisi di sensitivita

- Un’altra area di apphcazwne delle cond1z:0n1 di complementarieta stretta ¢ I’ana-
lisi della sensitivita in programmazione matematica. ¥ un problema che in Econo-

“mia trova classiche apphcazmm nel],o studw della “statica comparata,” ¢ del cosid-
“classico™ di programmazione matematica (ossia del tipo (Py)) rxsaiga sostanzial-
mente a Samuelson [29] e sia quasi sempre svolta in modo corretio [1, 16, 32] altret-
tanto non si pud dire con riferimento a quelle opere di analisi economica nelle quali
si vuole estendere i risultati “classici” al problema (P). Con pochissime eccezioni,
gli economisti ignorand i seguenti risultati fondamentah di Fiacco [8].

Si consideri il problema

iy
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P(e) min /' (x,¢},

gf('xs.g) 20, i=L..m

b:
st hi(x,e)=0, j=L.,p

ovex e R'eg e R\ éun vettore di parametri. La funzione Lagrangiana di P(e) &

L(x, u, w, 8)=flx, &) — Zu g,(x 8)+Zw (%, €

F=1

‘Teorema 8. :
- (1) Supponiamo che in P(¢) le funzmm siano di classe ¢ *inx e in s in un in-
torno di (x*, 0).
(i) Valgano le condizioni sufﬁcmntz del secondo oidu}e per un minimo locale -
stretto di P(0) in x™, con-moltiplicazioni u™® ¢ w*, -
(1) T gradienti V gf{x®, 0), i € Ix*); V B{x*), V j = 1, ..y P, siano lineamenti
indipendenti. '
(iv) Valgano le condizioni di compiementariet?a stretta; uf >0, Vi e I{(x*),

- Altora: . o

ayx* é punto di minimeo Iocale isolato per P(0) & gli associati vettori di moltipli-
catori u* e w¥ sono unici,

b) Per € in un intorno di-0, esxste un’umica f\mzmnc vettoriale y(s) =[x{g), ulg),
w(e)] differenziabile con continuita, che soddisfa le condizioni sufficienti del se-
condo ordine per il problema P(g), tale che y(0) = (x*, u*, w*) = y* e quindi x(g) &
punto di minimo locale isolato per P(g), con associati vettori di moltxphcazwm u(e)
¢ w(E) uaici.

¢} Per ¢ in un intorne di O i’insieme dei vmcoll attivi rimane 1mmuta,to vale la
condizione di comp!emen‘zaueta stretta e 1 vincoli attivi sono 1111earmeme md!pen-
denti in x(g). -

d) Risulta

- dx(0) ]
Tde
du(0)
de
dw(0)
s

- -M'"l(x*, uﬁc’ w¥) N(?C*’ W, W)

ove M(x*, u*, w*) & la matrice che compare nel tecrema 6 ed &
N{x*: M*, W*) = [Vg‘.x LT aul‘?ggb-“pumVEgnt :vz‘hl ,,Vgh!)]
, :

essendo futte le quantita valutate in (x*, u*, w*).
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Teorema 9. S le condizioni del teorema 8 valgono per P(g), allora in un intorno di
e=0 ' :

a) f*(e) = L*(e),
ove f *(e) = f[x(g), €] & la funzione del valore otfzmale € L*(a) L[x(a) u(g),
- w(e)] & la funzione Lagrangiana del valore ottimale.

b) Risulta _ o ‘
m P .
Vz f*(‘é:) =VEL : stmzui (8)V.agi + ij (g)vshj

Come abblamo gid accennato, parecchl libri ed articoli d1 gconomia matematica
problemi con vincoli-espressi da disuguaglianze. E il caso, ad esempio, di Intriliga-
- tor [16], di Castagnoli e Peccati [4], Mas-Colell, Whinston e Green [20], Carter [3],

Simon e Blume [34]. Anche Takayama [37, 38, 39, 40], non ¢ molto preciso al ri-
guardo; si veda anche [11]. Un’eccezione & rappresentata da Novshek [25] che
esplicitamente osserva: “With strict complementary slackness, the active inequality
constraints may be treated as equality constraints for small changes in the parameters
. The only potential new difficulty involves a failure of strict complementary-
slackness, where some active constraint has corresponding multiplier zero”.
Di fatto, il venire meno della complementarieta stretta pud rendere non diffe-
renziabile la funzione y(g) = [x(g), u(e), w(g)], come evidenziato dal segucnte &~
- sempio.
Consideriamo il problema
' min (ex +y),
x,yeR,conivincoixz0,y20,(x+ 1} {(y+1)2 2. Cone=2il punto di ottimo &
(e, ¥*, wy, us, us)=(0, 1,0, 0, 1). Il vincolo x = 0 & attivo ma il corrispondente

moltiplicatore & nullo. Per 1/2 <& < 2 il punto di ottimo & (\/2/3 -1, v2e-1,0,0,
el 2) , entre per £ > 2 il punto estremante & (0, 1, & - 2, 0, I). Si noti che x*(g)

non & differenziabile ing =2,

Facendo a meno della compiementaneta stretta & tuttavia possibile ottenere
P"esistenza di derivate direzionali per y(g), sccondo ogni direzione v # 0, in base ai
seguenti risultati di Jittorntrum [17]. Questo autore sostituisce, nelle condizioni suf-
ficienti del secondo ordine, al cono Z(x*, u*) il seguente cono:

Zi*, u*) = {z € R'| 2V gi(e*, 0) =0, Vi e I (x*, u™);
2V h(x*, 0)=0,Yj=1,..,p}.

Tali condizioni sono chiamate in letteratura “condizioni forti sufficienti del se-
condo ordine” per P(0). Da notare che se vale fa condizione di compiementarteta
stretta, risulta Zi(x*, u®) = Z(x*, ). -

" In particolare, Jittorntrum ottiene D'esistenza della derivata direzionale (unilate-

P

T
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raie) D, 3(g), per ogni direzione v = 0, in un intorno di € = 0. Inoltre si dimostra che
f¥e) = f[x{e), €] permane differenziabile con continuitd in un inforno di = 0, e
risulta, come pel teorema 9, V f*(e) = V¢ L [¥(g), &l

Osserviamo infine che nel teorema 8, dovendo valere la complementarietd stret--
ta, le condizioni sufficienti del secondo ordine potranno essere verificate tramite i
“teoremi sul segno di una forma quadratica soggetta ad un sistema omogeneo di
vincoli lineari (linearmente indipendenti). Si veda, ad es, [25, 29, 381

E) Complementarita stretta e problemi di programmazione lineare

$i consideri un pro‘blema di programmazione [ineare .nella forma.
P ‘ B min cx
subdxzbh, x=0
ovec,x e R', b e R™ e 4 & una matrice di ordine (m, n). Come & noto, il problema
duale di (P) si scrive come
(9] . : 5 - mex by
. subATy<e, y20.
'La funzione Lagrangiana per il problema (P) &
L(x, y) = cx — y(Ax — b).

Consideriamo ora la funzione Lagrangiana per il problema {Q). A tale fine ri-
scriviamo () nella forma equivalente

min (~ by)
subAd yz—c, y20.
| Quindi la sua funzione Lagrangiana diventa
| My, ©)=—by —x(~ 4y +0),
ossia, '
M(y, ) =~ [ex - y(dy—b)] =~ L(x, y).

Ne viene che e condizioni di Karush-Kubn-Tucker per entrambi i problemi
-pOssono essere cosi riassunte

(3 Ax*-bz0

(if) y*A4-c<0

(i) x*=20,y*20
(v) y¥(Ax*~by=0
) (c—-y*4)x*=0.

Quindi il vettore dei moltiplicatori y* rappresenta le variabili del problema dua-
le ed il vettore dei moltiplicatori x* rappresenta le variabili del problema primale.
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. . .
Le {iv) e {v) sono e ben note condizioni complemenmnm Equ;vaientemente sz
possond esprimere con le seguenti implicazioni.

>0 = y*d/=¢;

yEdi<e; = J;f>0
(4 essendo la j-esima colonna di 4)

yE>0 = Ax"=bh

4 x'>h = yF=0

(4; essendo la i-esima riga di 4). - :

11 teorema sugli scarti complementari (o sulla complementaritd) .di un problema
di programmazione lineare € ben noto. Dalle precedenti implicazioni non si esclude
che possa essere in pari tempo x¥ =0 ed anche y¥ A — ¢; =0, cosl pure che possa
essere y*=0 e anche 4, x* ~ b;=0.

Meno noto & il teorema di complementaritd stretta (cfr., ad es. {24, 28, 33, 41}
che ha una certa importanza nel cosiddetto metodo “primale-duale” ma soprattutto
nei metodi-per “punti interni” (cfr. [28, 30, 41]. Tale teorema, dovuto a Tucker [12,
40] e generalizzato da Bonnans e Shapiro [2] afferma che esistono sempre due so-
luzioni ottimali x* di (P) e y* di (Q) per le quali le precedenti implicazioni diven-
tano. coirnplicazioni. In altre parole, per la funzione Lagrangiana di (P) e (Q) vale
la complementarita stretta. Per tali soluzioni possiamo quindi anche scrivere:

yEA{dxr = b) > O;
(e~ Ay +x*4>0.

Per due soluzioni ottimali qualsiasi tali relazioni di complementarita stretta pos- .

sono anche non sussistere. Si intende che se (P) e (Q) ammettono entrambi
wn’unica soluzione x* e y*, per tali soluzioni varra la complementarita stretta. Poi-
ché le scluzioni di un problema sono il vettore dei moltiplicatori di Kuhn-Tucker
dell’altro problema associato (duale o primale a seconda dei casi), sfruttando'il gia
citato lavoro di Kyparisis [18] possiamo ottenere condizioni necessarie e sufficienti
© affinché (P) ¢ (Q) ammettano soluzione unica (che soddisfa percid la complemen-
tarita stretta). Per semplicita si consideri il problema

(P,) ' : : minex
subdxzb

il cui duale &

(03 l " max by
‘sub A_Ty =¢, y20.
Sia ¥ soluzione di (P;) e y soluzione di ({y). Sia A; la i-esima riga di A e de-
finiamo gli insiemi

L

PN
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I={i|4, T =b),
K= {13, > 0} = i |4 ¥ =b, 5> 0},
L={il4; x =b;,y;=0}.
Ovviamente ¢ / = KU L (ognuao di questi insiemi pud essere vuoto).
Con Ag eci Ay indichiamo, rispettivamente, le matrici formate dalle righe 4, i & K
edd,ielL.

Applicando 1 risultati di Kyparlsls si puo enunciare il seguente teorema (si veda
anche [19].

Teorema 10. Sia ¥ -soiuzione di (Pr) e ¥ soluzione di (Qy). 1l vettore ¥ & solu-

z1one unica se e solo se fe nghe di [AK LA ] sono linearmente indipendenti e i]
sistema ‘

ALyg+A4Ty, =0, y,>0

ammette soluzione (yK, 5292 :

Il vettore ¥ & soluzione unica di (Q,) se e solo se le righe di Ay sono lineramen-
te indipendenti e il sistema
: Agx=0,A;x> 0
amnette soluzione x. : :

St osservi, a questo punto, che se vale la condizione di complementarita stretta,
ossiaé L =(J, L’indipendenz,a lineare delle righe di A (rispettivamente delle righe
di 4y} ¢ condizione necessaria ¢ sufficiente per 'unicitd della soluzione X (della
soluzione v). : :
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