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Dedichiamo questo lavoro o

alla memoria di Umberto Magnani
che sulle matrici a diagonale dominante
ha dato importanti contributi, -



1. Introdumone

Scopo di questo lavoro & di presentare una rassegna delle
prinmpah nozioni, proprieta e applicazioni concernenti le matrici a
diagonale dominante. Oltre a risultati gid noti si fornird qualche
nuova osservazione e si indicheranno alcune proprieta e applicazioni
non ancora da altri segnalate, almeno per quanto, consta ai due
autori del presente lavoro.

Le notazioni e le convenzioni usato sono di tipo s‘\,and&rd Per-
agevolare ia lettura rlportzamo qui di seguzto quelle zltenute meno
usuah '

- Indichiamo u € R™ il vetfore sommas up=1, Vi=12 .,n;

- dat'd il vettore z € R" e il vettore nullo [0] di R”, poniamo

z 2 [0] (“m'nbn negativa”), se & x; 2 0, Vi € N ={1,2,..;n};
‘2> 8] (“x semipositivo®), se & z 2 [0], z # [0]; '
> 0] (“z positivo”), se & w; > 0, Vi € N;

‘similmente per le notazioni z < 0], z < {0}, =z < [0];.

- data la matrice A di ordine (m,n) e data la matrice nulla 10}
di ordine (m,n), poniamo

A 2 [0] (A non negativa’), se & a; =0, Vi, j €Ny
A>10] (“A semipositiva®),se e A 2 [0}, A#£[0};
A> 01 (“A positiva”), se & ay; > 0, V6,7 € N

similmente per le notazioni 4 = [0], A< 0], A<0];



- data. la matrice A quadrate, di ordine n, minore principale di
ordine k di A & ogni determinante di sottomadtrici quadrate di

A, ottenute considerando k righe e le corrispondenti k colonne
di A,

- data la matrice A quadrata, di ordine n, minore principale di
Nord-Ovest di ordine k, o minore principale di guida di or-
dine k, & il determinante della sottomatrice quadrata ottenuta
considerando le prime k righe e le prime k colonne di 4;

- con A{A) indichiamo un autovalore della-matrice quadrata A,
ossia una radice dell’equazione | A — AJ [=0;

- con D) indichiamo una matrice {quadrata) diagonale (d;; = 0,
Vi # J)i | o

- con P indichiamo una matrice di permutazione, ottenuta ciod
permutando le righe (o le colonne) della matrice identica I.

Altre notazioni e convenzioni verranno fornite nel testo del pre-
sente lavoro. - ' '

Le matrici & diagonale dominante (nel seguito d.d.} hanno avu-
to un ruolo preminente nell’Analisi Economica, soprattutto quale
strumento unificante per lo s_tudic di modelli lineari di produzione e
di scambio (Leontief e Sraffa), nonche per o studio delle soluzioni di
problemi inerenti Uesistenza e la stabilits di modelli di equilibrio di
tipo walrasiano. Si veda, ad esempio, Arrow e Hahn (1971), Berman
e Plemmons (1979), Girardi e Israel (1981), Hadar (1965, 1969),
Kemp e Kimura (1978), Magnani (1973), McKenzie (1960, 2002),
Murats (1977), Nikaido (1968), Simon (1989), Takayama (1985),
Woods (1978).

Le matrici a d.d. hanno trovato applicazione anche in que-
stioni di calcolo numerico (limitazioni degli autovalori di una ma-
trice quadrata, limitazioni per il valore del determinante, questioni
relative alla soluzione di sistemi di equazioni lineari con metodi ite-
rativi, ecc.) e, pill recentemente, in Genetica, a proposito di modelli



sulla tr asmlssmne del virug HIV. Si veda, in proposﬁo Jacquez e
altri (1988), Simon (1989).

£ stata propric 'adattabilita di tali matrici a qvarla‘rl campl
di- applicazione che ha indotto Matematici ed Economisti a pro-
porre definizioni, pill o meno generalizzate, delle matrici a d.d., con
conseguenti proprieta. ' ‘

La prima definizione di matrice a d.d. & usualmente (e incor-
rettamente) attribuita ad Hadamard (1903). In realt il risultato
di Hadamard era gid stato dimostrato da Minkowski. (1900} e da.
Desplanques (1887), quale genéralizzazione di un risultato di Lévy
. (1881). Dopo il lavoro di Hadamard il relativo teorema fece regolari
apparizioni nella letteratura matematica, essendo “riscoperto” (an-.
che in versioni non corrette) da vari autori, fino & che Olga Taussky -
(1949) riusci a fare la storia di futte queste “riscoperte” e a correg-
gere 1 relativi errori.. Si veda, ad esempzo Marcus e Mihe (1964)
Varga (1976).

Definizione 1.1

Una matrice 4 = {ai;] quadrata, di ordine n, reale o com-
plessa, ha d.d. nel senso di H adamczrd (d d.H. ) se 115%11‘3&

lam|>2lami,, Vie N= {12 nb (D)
-
oppure se r1s-ulta

laji 1> > fayl, VieN (2)
i ' : '

Nel caso valga la (1} si paria, pilt propriamente, di dominanza,
_per Tiga, nel caso valga la (2) si parla di dominanza per colonna.

Teorema 1.1 (Hadamard) oo

Se vale 1a (1) oppure la (2), allora &
| 41#0.



Per la dimostrazione si veda, ad esempio, De Giuli e altri {2008),
Kemp e Kimura (1978), Varga (1962). ' '
Notiamo che le (1) e (2) st possono riscrivere, rispettivamente,
nella forma '

| aul—> lag|>0,  VieN
J#i '
|| =D fay >0,  VieN,
5] ' o o
sicche, se definiamo la matrice di confronto di A, o matrice di
paragone -di’ A (“comparison matrix”), la matrice Cyq = C' = ¢},
1 cui elementi sono

o = | as |, - sed=j
Y ,__!aijl: Sei#ja

le (1) e (2) diventano, rispettivamente,

C u > [0] L (domiﬁanza per riga);
CT u> 0]« u’ C >0 (dominanza per colonna).

Notiamo per inciso che la matrice di confronto C4 ha gli elementi
extra-diagonali tutti < 0 ed & quindi, nella terminologia di Fiedler
e Ptak (1962, 1967), una matrice di classe Z, ovverc Z-matrice.

Osserrvazione 1.1

Il fatto che una matrice quadrata, A abbia d.d.H. & una
condizione solo sufliciente per la sua regolariti. La dominanza per
riga non implica quella per colonna, né viceversa. In altre parole,
le due proprietd sono tra lore indipendenti, ancorché compatibili.
E poi ovvio che se A & a d.d.H. per riga (colonna), la trasposta A7
& a d.d.H. per colonna (per riga). Parimenti & ovvio che se A ¢ a
d.d.H., pure & a d.d.H. ogni sua sottomatrice principale e che ogni .
elemento diagonale a; & non nullo. '

Supponiamo ora che alcune disuguaglianze strette nella (1) o
nella (2) vengano sostituite con disuguaglianze deboli. Che succede



all’affermazione del Teorema 1.17 La risposta & data da una pro-
posta di dominanza di diagonale, dovuta a Olga Taussky (1949) che
corregge snaloga proposta di Gersgorin (1931). Premettiamo la.
seguente definizione. ‘ '
- Definizione 1.2

Una matrice 4 quadrata, di ordine n, reale o complessa,
& decomponibile o riducibile o non connesse se N = {1,2,...,n}

_ ammette un sottoinsieme proprio e non vuotd [, tale che ¢ ¢ J,
L jEeEl=a; =0 L’mmemeﬁ}' viene talvolta detto “insieme di decom-

pombﬂztaﬁ’ La matrice A viene detta indecomponibile o irriducibile -

0 connessa se non & decompom‘oﬁe

Si pud dimostrare (cfr., ad esempio, Takayama (19&))) che A &
decomponibile se e solo se esiste una matrice di permutanone P

per la- quaie @ .
. : Ay A
PA pT | A A }
. . : { [O] Azg !
oppure

Agr Az

con An (e qumd1 anche Agz) quadrata. Ossia, se e solo se esiste una
stessa, permutazione delle righe e delle colonne di ‘A che la trasfor-
mano in una delle due forme (equwalentl una rlspetto all’altra)
descritte. : :

PAPY = [A“ 0 l

Definizione 1 3

Una matrice A quadrata, di ordine =, reale o complessa,
presenta diagonale dominante (per righe) secondo Taussky (d.4.1")
se A presenta d.d.H. (per riga), oppure se risulta

A connessa, |ay |2 Z |aiy |, VieN, (3)
J#i : -
con almeno una disuguaglianza stretto.

In modo analogo si definisce la dominanza di disgonale, secondo
Taussky, per le colontie.



| 11 fatto che neila (3) il segno di uguagiianza pbssa valere al piu per
~ (n ~ 1) disequazioni & essenziale per assicurare la regolarita della
matrice A. Lo stesso dicasi per I 1potem di 1ndecomp0mb1hta

" Teorema 1.2 (Taussky)

Se una matrice A quadrata, di ordine n, reale o complessa,-
presenta d.d.T., allora & regolare.

" Per la dimostrazione si pud vedere il lavoro di ’I’a,ussky (1949} op—
pure il testo di. Kemp e Kimura (1978).
Segnahamo che la (3) pud, ovviamente, essere riscritta neila forma.

A conneqsa Cau > [0].

2. Le proposte d1 McKenme

Abbiamo gia rilevato che le matrici che godono della. pro-
prietd della dominanza di diagonale (nel senso di Hadamard o di
Taussky).hanno una notevole importanza in alcune applicazion] (so-
prattutto economiche}. B quindi naturale che siano state proposte.
numerose varianti e generalizzazioni delle definizioni viste. Una del-
le pitl interessanti proposte & dovuta all’economista~-matematico L.
McKenzie (1960) che introduce un. concetto di dominanza di dia-
gonale con “pesi”. Va segnalato che la proposta di McKenzie viene
quasi sempre ignorata nei lavori di Algebra Lineare inerenti genera-~
lizzazioni della classica definizione di Hadamard. Segnaliamo i-
noltre che la definizione di McKenzie era stata usata precedente-
mente da Newman (1959-60) nell'analisi délla stabﬂzta locale d1 un
equlhbrlo walrasiano. :

Definizione 2.1 (McKenzie)

Una matrice A quadrata, di ordme n, reale o complessa, ha
disagonale dominante nel senso di McKenzie (d.d:M.) se esistono
pesid; > 0,i=1,2,...,n, tali che

dilaw [> dilagl, ~i=12..n (4
J#i R

(dominanza di diagonale per righe)



oppure se esi_sé:ono pesi ¢; > 0,7 =1,2,...,n, tali che

9; | aj; 1> Z%‘ lag |, - 7=12,.5m (5)
]

(dominanza di diagonale per colonne).

In termini di matrici di confronto le (4) e (5) equivalgono alla
solubilita dei sistemi '

[ Cud > 0] _‘ | Ca > 0]
P S O

nei rispettivi vettori-d e g.

Ovviamente le matrici a d.d.M. sono una genelahzzazwne dl

quelle a d.d.H.. Tnoltre se. D & una madrice diagonale con dy = d,
" allorase A & a d.d.M. per righe, AD & a d.d.H. per righe e viceversa. -
Analogarmente per la d.d. per colonne, con riferimento alla matrice
- QA, essendo @ matrice diagonale, con diagonale positiva.

Teorema 2.1 (McKenzie)

Ogni matrice A quadrata, reale o.complessa, con d.d.M.
(per riga o per colonna) & regolare. :

Per la dimostrazione si pud vedere McKenzie (1960} che pero
fa riferimento a una definizione formalmerte diversa (quella delle
matrici a diagonale quasi dominante; si veda oltre, nel presente
lavoro), oppure De Giuli e altri (2008), Kemp e Kimura (1978),
~ Murata (1977), Takayama (1985). |

Una notevole proprieta delle matrici a d.d. M. (non goduta dalle
matrici a d.d.H. 0 a d.d.T.) & la seguente.
Teorema 2.2 .
. Se A ha d.d.M. per righe ha d.d. M. per colonne e viceversa.
.Di conseguenza per le matrici a d.d.M. non vale pil la pena di

specificare se la proprieta vale per le righe o per le colonne e quin-
di le matrici a d.d.M. permettono di trattare problemi tra-di loro



“duali”, come ad esempio la produttivita e la profittabilita di un
modello economico multisettoriale. L'equivalenza tra dominanza
* per righe e per colonne nella definizione di McKenzie non & esplici-
tamente affermata da tale autore, ma appare nella dimostrazione
del teorema 4 in McKenzie (1960). Il teorema 2.2 & invece esplici-
tamente affermato da Nikaido (1968), Takayama (1985}, Kemp e-
Kimura (1978), Murata (1977),' Magnani (1973). Quasi tutti questi -
~autori osservano che nelle (6) la matrice di confronto.C4 & una ma-
trice di classe Z e il fatfo che sia soddisfatto il primo (o il secondo)
' sistema delle (6), qualifica la Z-matrice C4 come matrice di classe
K o K-matrice, nella terminologia di Fiedler ¢ Ptdk (1962). Tra le
numerosissime caratterizzazioni di tale classe {si vedano Berman e
Plemmons {1979), Fiedler e Ptk (1962), Magnani e Meriggi {1981),
Piemmons (1977), Poole e Boullion 1974)) figura anche la seguente:

la, matrice Cy soddzsfa, le condizioni di Hawkins- Strmon, ossia,
tutti i-suol mineri pmnmpalz {0 eqmvalentemente tutti 1 suoi n
minori principali di Nord- Ovest) sono positivi. ' '
_ Cid implica che se una matrice ha d. d M., anche ld sua trasposta
ha d.d.M. e viceversa.

Segnaliamo- che in letteratura le matrici (quadrate) che sod-

~ . disfano le condizioni di Hawkins-Simon vengono dette P-matrici

* (Gale e Nikaido (1965), Nikaido (1968)). Magnani (1973) dimostra
il teorema 2.2 in modo diretto, dopo avere comunque segnalato la.
poaszb;hta di sfruttare la teoria delle K -matrici.

Presentiamo qui di seguzto un’altra dimostrazione “autonoma” -
del teorema 2.2 che sfrutta i- teorezm dell’alternativa per sistemi
linearl.

DIMOSTRAZIONE del teorema 2.2
. Facelamo riferimento al teorema dell’alternativa di Ville
{cfr. Gale (1960), De Giuli e altri (2008)). Data una qualsiasi .
matrice reale A valgono le seguenti alternative: ‘
1) il sistema Az > [0] ha soluzione = non negativa -
(in realtd ogni z = [0} che soddisfa il sistema dovrd soddi-
sfare il vincolo > [0]);



2) i sistema yA S [G] ha solumone Y semipositiva.

Supponiamo che A abbia d.d.M. per colonne, cioe che esistano
numeri positivi dy, dg, ..., d, tali che

d[%pgy;%| 7=1,2,...,n
1] : .
Consideriamo la matrice di confronto Cyp = C = [cy], ove
ey == Loy |, ¢ # 4, ¢i; =] aj; | Sard quindi. '

dC4 > [0] per qualche d > [0].

Supponiamo ora per assurdo che A non abbia d.d.M. per rlga ossia
che il sistema. ; _
Cuc* > [0}, >0 S 4]
non abbia soluzione. Allora, per il teorema dell’alternativa di Ville,
- avrd soluzione il sistema :

ﬁggm,ﬂ>MQ

Percid risulta (d* — t2*)Cy > [0] per ogni scalare £ > 0. In parti-

colare, si consideri t* = mlflod;/ zi > (0. Per tale scelta la disum
jéa,"‘>

gﬁa;glianza (d¥ — t*x*)Cy4 > [0} non suss1ste Quindi non esiste un
simile z* ‘e di conseguenza la (7) vale. _
Per il viceversa, si applichi tale procedura a AT, o

. McKenzie (1960), oltre alla definizione 2.1, propone anche un’al-
“tra definizione che fa riferimento alla qua51 dominanza”.

Definizione 2.2 (McKenme)

Una matrice A quadrata, di ordine n, reale o complessa, &
a diagonale guasi dominante nel senso di McKenzie (d.q.d. M) se: .

a) con A indecomponibile, risulta
dilai |2 dilayl|, ¥ieN, d>0, VieN,
JE
fovvero Cud 2 [0], d > [0]);
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b) con A decor'npdnibile risulta:

dilaw|2 ) dilagl, di>0, ¥ieN,
J#’o

con la stretta disuguaglianza che valga per almenoun i € J,
comungue scelto 'insieme di decomponibilita J.

Si rilevd, un rapporto di evidente 'zmplicazidné del tipo

dd.M. = dqdM..

McKenzie dimostra anche l'implicazione opposta (ossia che le-
. due classi di matrici d.d. M. e d.q.d.M. coincidono) ma cié non e'
vero. Si consideri il Seguente esempio con

i1l =1
A= [ ~1 1 ] '

La matrice A & & d.g.d.M. manon &a d.d.M.. Inoltre |A] = 0. Di
conseguenza la definizione originale 2.2 di McKenzie non & accetta-
bile. McKenzie stesso si & accorto di tale anomalia e ha modificato
“successivamente la-definizione 2.2. 8i veda il riferimento indiretto in
Uekawa (1971), nota 5, e si veda il fondamentale lavoro di Magnani
(1973) ove tale anomalia & espressamente segnalata ed emendata.

Segnaliamo che la versione “modificata” della definizione 2.2,
secondo la seguente deﬁmmone 2.3, si trova anche nella seconda ‘
edizione del testo di Henderson e Quandt (1971) che perd non for-
niscono nessuna dlmostramone e rimandano. semphcemente al citato
lavoro di McKenzie.

Definizione 2.3 (Magnani}

Una matrice A quadrata, di ordine n, reale o complessa,
& a diagonale quasi dominante nel senso di McKenzie-Magnani
{d.g.d.M. 1) se esistono numeri positivi d; > 0, ¢ € N, tali che
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aj se A @ mdeuompombﬁe

d; | ag |-—Zd l@zgi jEN,
i

con almeno una disuguaglianza stretta;

b) se A& decompqmbﬁe (ay; =0,1¢J, jel,conlC N)

dj ! s IQ Z-dz a'zj' :l JE N,
‘ i ,

con dzsuguaglmwza stretto per almeno un j € J, comunque

scelto J.- o :

Si noti come la definizione 2.3 ricalchi la definizione 1.3 di Taussky:
evidentemente, nel 1960, Mckenzie non conosceva il lavoro di Taussky
del 1949 che, infatti, non & citato in bibliografia.

La definizione “rivista” da McKenzie {secondo Uekawa (1971))
e che compare nel recente libro di McKenzie (2002), & la seguente.

Definizione 2.4 .
Una matrice A quadrata, di ordine n, reale o complessa,
& a diagonale quasi dominante, nel senso revisionato da McKen-

zie (d.q.d.M.2), se esistono n scalari positivi d“ tali che per ogni
sottoinsieme J} - N risulta :

d !a” l>2d |aw , Vi€l
i
i€y
con disuguaglianza stretta per qualche j € J.
In altre parole deve esistere un vettore dy > [0] tale che per ogni
sottomatrice principale Ay di A risulta
dfCyu, = 0]

{oppure  Cy,dy > [0] per il caso di dominanza per righe) .
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Anche Magnani (1973) considera tale definizione nella parte fi-
nale del suc lavoro, riconoscendone la correttezza e l’equwalcnm
con la definizione 2.4, ossia l’equwalema

d.q.d.M.1 4= d.q.d.M.Z.

" Kemp e Kimura (1978), usando la definizione 2.4, dimostfa'n.o le-
quivalenza :
d.d.M. < dgdM2

Lequivalenza d.q.M. <= d.q.M.1 & sostanzialmente dimostrata
da McKenzie (1960). Di conseguenza, le matrici a d.g.d.M.1. (o &
d.q.d.M.2) godono di tutte le proprietd della classe delie matrici
a d.d.M., classe che costituisce la effettiva generalizzazione della
classe delle matrici & d.d.H. o a d.d.T". :

Un’altra definizione di dominanza di dlagonalo modzﬁcata
trova in letteratura. Di nuovo facciamo riferimento al lavoro <:’11
Magnani (1973} ma. anche a Basset, Hablbagahl e Quirk (1967).
Deﬁmzmne 2.5

Una matrice A quadrata, di ordine n, reale o complessa, &
a diagonale quasi dominante nel senso di Magnani (d.g.d.4.3) se
esistono numeri positivi d; >0, 1 €N, tali che
a} se A ¢ indecomponibile si ha:
dl%s Zdlam| JeN,
i
con almeno una disuguaglianza stretta;

b) se A & decomponibile in una forma generale “quasi trian-
golare”, ossia se esiste una matrice di permutazione P tale

che 3 )
Azl A]_z P Alm .

[G] Ao - Ao,

PTAP= | [O] (0] ... = Asm

o0 o A
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- ove ogni blocco Au @ qua,dlato e mdewmpombxlo per ogni
blocco Am, i =1,2,..,m, risulta

d IG’JJ‘i>ZdIaU jeds,
i€f; S
%%J

" con dzsuguaglmnza stretia per aimeno un indice i e ove J; &
- Uinsieme degli indici di Ay .

Segnaliamo che 1 \/Ia,gnam 297’3) noun propone la definizione 2.5
ma in compenso usa la pilt generale “forma normale di Gantmacher”
(cfr. Gantmacher (1966)) nell’analisi della stessa definizione.

Dlmostrlamo ora in modo unitario e dlretto E’equwaéeﬂza tra le
definizioni 2.1, 2.3, 2.4 e 2.5. .

Rlcordiamo che una matrice reale quadrata con elementi extra-
‘diagonali non negativi (ciod una Z-matrice) verifica le condizioni di
Hawkins-Simon (nel seguito: H.S.) se tutti i suoi minori principali
sono positivi (equivalentemente: se i suot 7. minori prmclpah di
Nord-Ovest sono po&tm)

- Teorema 2.3

Sia, data la matrice A quadrata, él ordine 7, reale o com-
plessa. Pusulta, per la matrice A4

d.d.M. @dqdl\fl@dqd[\/[Q@dquB

DIMOSTRAZIONE |

Consideriamo la matrice di confronto Cy = €' = {cy;] defini-
ta da cy = |au!, ¢y = ~layl 1 # J. Seguiremo il seguente ciclo di
dimostrazioni: . :

‘AvadgdM3 = CsoddisfaH.5. =

=  AdaddM. = AtadgdM2 =
= AtadgdM.l = AtadgdM3.
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1) Supponiamo dapprima che A sia a d.q.d.M.3.

-a) Se A &indecomponibile, esiste allora un véttore d > [0] tale
che C%d > [0]. Poiché C & Z-madtrice, le precedenti disuguaglianze
implicano che C soddisfa le condizioni H.S.. (cfr Nikaido (1968),
Takayama (1985), Magnani e Meriggi (1981), De Giuli e altri (2008)).

b) - Se A & decomponibile, esistono m vettori positivi & tali
che CLd/ > 1[0],45=1,2,..,m. Poiché ogni Cj; & indecomponibile e
di classe Z, le precedenti disuguaglianze implicano-che ogni blocco
diagonale Cj; soddisfa le condizioni di H.5., con j = 1,2,...,m.
Poiche o ‘

'Cll 012 DA O‘lm

Cl = [PTCP|= [O:}- 022 - sz Eﬁicﬁf
S : =t
[ 0 ... Cum

‘e similmente per ogni minore ﬁrillcipale di Nord-Ovest di PTCP,
la matrice C soddisfa le condizioni di H.S. (cfr. Nikaido (1968),
- Teorema 6.1, Takayama (1985)). ' ‘
2) Supponiamo ora che C' soddisfi le condizioni H.S. .
~ Poiché C & di classe Z, cid implica (cfr. Nikaido (1968), Teorema
6.2) che esiste un vettore d Z [0] tale che CTd > [0]. Poiché ¢;; £ 0,
i #3, la i-esima disequazione implica d; > 0, ¢ = 1,2, ..., n. Quindi
AdaddM.. ' ‘ ‘
3} . Supponiamo ora che A sia a d.d.M..
Consideriarno qualsiasi sottomatrice principale di 4 con indici
in J. Sara allora :

ditae;|>> dilagl, Fel
e

i
Abbiamo quindi I'implicazione d.d.M.=> d.q.d.M.2.
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4) Supponiamo ora che A sia & d.q.d.M.2.
“a) Se la. matrice Ag indecomponibile, poiche -

di | ags 12 3 di | ayj |, weg}, d; >0, VjeN,
] :
‘ i€
“tale relazione vale anche per J = N, Qumdl Ata d g.d.M1 in
" quanto soddisfa la a} della-definizione 2.3. -
- b) Se la matrice A & decomponibile, esiste allora un insieme
JC Ntalecheay; =0,i¢J, jel Sia P la matrice di per- -
mutazione che ha le colonne (unitarie) a sinistra con indici in J.

Allora A. 4
e T AP — il A
. . P AP.*.“ [ 0] A ]
e Aj; @ la sottomatrice prmmpale con indici (di nga ¢ colonna) in
J. Conseguentemente si ha, per Ay, '

d; G'Js' |2 Zd ag |, 7€d, di>0, ], (8
- it - \ :
e

. con almeno una dmuguaghanza stretta per j € J. Poiche am e G
Cid j € J, dalla (8) abbiamo :

blog2Y dilagl, jel, - ©
g==] . '
]

con almeno una dlsuguaghanm stretta. ‘Poichd A & a d. q d.M2,
sard soddisfatta la relazione

d; | aj; li‘zdf Lay |, | (55) |
feel : '
i

per oghi 7, e in particolare per j ¢ J. Va notato che se e31ste un
insieme K C N, K # J! tale che a; = 0, ¢ ¢ K, j € K, allora un
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insieme di relazioni analoghe alle (9) e (10) deve esistere per tale
insieme K. Tenendo conto di cid, le relazioni (9) e (]O) implicano
la parte b} della definizione 2.3 ¢ percid A & a d.q.d.M.1.

5) Completiamo la dimostrazione del t@orema stabilendo I'impli-
cazione '
dgdMl= d.q.d(M.B. 3

Di nuovo consideriamo due casi.
a) Se la matrice A4 & ;ndewmpom'blle poicht A soddisfa la

relazione ‘
| djf%ii»zdilaijia j=1,2,~,ﬂ, (1)
ig ’ .

© con almeno una dlcsuguagha,ma stzetta Aea d g.d. M 3 (parte
a) della definizione 2.5). ' .

b) Se la mattice 4 & decomponibile, esiste allora una matrice

di permutazione P che trasforma A nella forma quasi triangolare a |

blocchi della parte b) della definizione 2.5, Denotiamo con J; 'in-

sieme degli indici delle sottomatrici principali Ay, ¢= 1, 2, m E

“chiaro che in PTAP avremo ay; = 0,1 ¢ J1, j € J1. Nella rel_aZiOne
che compare nella b) dells definizione 2.5, avremo allora una disu-

guaglianza stretta per qualche j € Ji. 'I‘uttawa per i & Ji, tale

relazione b) s1 riduce a

ditay | 2 ditagyl, 7€,
1€l
igt]
con almeno una disuguaglianza stretta. Conseguentemente Ay sod-
disfa la relazione che compare nella b) della definizione 2.5 con
almeno una disuguaglianza stretta.

Consideriamo ora il blocco Age. La relazione che compare nella
a) della deﬁnmone 2.3 ¢ soddlsfatta per 7€ Jo. Allora é

dilag; 12> di | ay i_..Zd oy |+ dilay], j€l

i3] e . iEe
i#J
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Poiché d; > 0 abbiamo

di | ags [> Y dilay |, Vi€ Ja,
ciels
A i
& meno che a; = 0,1¢ Jz,7 € Jg. Tuttavia se dij =0,i¢Jy,j €T,
dobbiamo allora avere, a seguito della parte b) della definizione 2.3,

dilag 12 dilayl, j€l,
k]
~ con almeno una diéuguaglianm stretta. Quindi Agg soddisfa la re-
~ lazione che compare nella b) della definizione 2.5 con almeno una
d1suguaghama stretta.

Simili argomentamom possono essere apphcate al biocc}n Ay,
© 4= 3.4, ..., m. Quindi abbiamo I 1mp110azmne

dqdM1=dqdM3 g

3. Alcune altre proposte

' Nel presente paragrafo esamineremo brevemente soltanto
alcune delle riumerose proposte che vari autort hanno presentato
allo scopo di generalizzare la definizione 1.1 di Hadamard di ma-
trice a diagonale dominante. -Per 'esame critico di altre proposte
rimandiamo il lettore a De Giuli, Magnani, Moglia (1994).

Proposta 3.1 (Lancaster) _
A Lancaster (1968) si deve la seguente proposta.

Definizione 3.1

' Una matrice A quadrata, di ordine n, reale o complessa,
ha diagonale quasi dominante nel senso di Lancaster (d.g.d.L.) se
esiste un vettore d > [0] tale che

Cad > [0] oppure dTOA > [0].
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Tale definizicne costituisce una generalizzazione del concetto
di d.d.M. & anche una generalizzazione della definiziorie 1:3 (di
Taussky). Poicheé, contrariamente a O. Taussky (1949), Lancast-
er non assume nessuna ipotesi di indecomponibilita della matrice
A (o ipotesi specifiche sulla struttura di A), come gid osservato.da
Magnani (1973), la definizione 3.1 da Inogo a delle anomalie, nel
senso che non garantlsce pilt la regolaritd di A. Si consideri infatti

 la mafrice Lo
=[5 0]

che soddisfa la definizione 3.1 per. quals1a51 vettore d> {O]-, d e R?,
ma. & ovviamente singolare. :

In base a quanto osservato nel precodente paragrafo & chiaro
come la definizione di Lancaster debba essere modificata per ot-
tenere la regolarita della matrice: A. Ad esempio se A & indecom-
ponibile, la proposta di Lancaster & ailora accettabile e si ridice
alla parte a) della definizione 2.3.

Proposta 3.2 - (\/[(:Kenme)

A McKenzie (2002) si deve la deﬂnmlone dl matrice & dio-
gonale scarsamente quast dominante, (nei lavoro or;gmaio ‘nearly
quas1d0mmant dzagonai”)

Deﬁnlzmne 3.2 ;

Una matrice 4 quadrata di ordine n, reale o complessa ha
diagonale scarsamente quasi dominante se per essa vale la definizione
2.4 ove perd tutte le disuguaglianze possono valere come uguaglianze.

E chiaro che anche la definizione 3.2 non garantisce la regolarita
della matrice A, anche se pud avere almeno un’applicazione (si veda
il paragrafo successivo).

Proposta 3.3  (Fiedler e Ptdk)
Una definizione di matrice a diagonale dominante in senso
generalizzato si trova nel lavoro di Fiedler e Ptdl {1967), ove si

riprende una definizione dovuta ad Ostrowski (1956) e la si gene-
ralizza ulteriormente. ‘
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Deﬁmzlone 3.3a

Una matrice A quadmﬁa di ordine n, reale o complessa ha
diagonale dominante in senso forte se esiste una matrice diagonale
D con diagonale pesitiva tale che la matrice B = D~ YAD soddisfi
la condizione

| b |> > 1by ], WieN, (12)
o J# ‘
ovvero
| d amd 1> Z | d ay j,[ Vi e N. (13)
LR o

Osserviamo che, avendo 1potzzza,to m > 0, i e N, le condlzlom
(12) e (13) sono eqmva,lentl alla

”>Zia23 d,VzeN | (14)

'L‘L ]7&’6

o, il che & lo stesso, alla,
Clp-tapyu = (D 'CaD) > 0. (15)

E evidente che se A & a d.d. in senso forte Be&addH.
Inoltre se la {15) & verificata, allora la matrice Cs & nella classe K
(si veda Magnani e Meriggi (1981}) Seguendo la terminologia di
Ostrowski, ripresa poi da Fiedler e Ptk (1967), una matrice A tale
che C4 & K-matrice viene detta H-matrice o matrice di classe H.
Va. poi aggiunto che se A & H-matrice, allora anche B & H-matrice.

Quindi risulta: ‘
1) ChaeK=AecH,
2) Ae H=D"1AD ¢ H.
Essendo (4 matrice di classe Z, la 1) ammette anche verso

contrario, nel senso che risulta:
3) Cie K Ae H.

Se generalizziamo, applicando ad A dei pesi, la 3) diventa
4) Copeape K& D™ 1ADE.H-
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OVVEro
5 DTCuDeKe D'ADeH.
,Di'conseguenm la classe delle matrici a d.d.M. coincide con la '
classe delle H-matrici di Ostrowski, ovvero delle matrici a d.d. in
senso forte di Fiedler e Ptdk. '
Fiedler e Pték (1967) definiscono p01 le matrici o d.d. in senso
debole (“weakly diagonally dommcmt matrices”). '

Definizione 3.3b

‘Una matrice A quadrata, di ordine 7, reale o complessa, ha
dmgonale dominante in senso debole se esiste una matrice diagonaie
D con diagonale positiva, tale che la mai rice B = D" AD sodchsfa
la condizione

| by |>] by I,_ Vi, i, J#4L (16)‘

Le matrici di cui alla precedénté definizione vengono raggrup-
pate da Fiedler e Ptdk nella classe W. Dal confronto della (16) con
la {12) si ha che la classe H & un sottoinsieme della classe W. In-.
fatti, se in ogni riga (colonna) della matrice A Uelemento diagonale,
preso in modulo e ponderato, supera la somma degli altri €lementi,
presi in modulo e ponderati, allora domina ogni singolo addendo
della somma. Percid si ha

AcH=AeW. o an

Analogo discorso pud essere fatto sulle colonne delia matrice,
ricordando la proprieta per cui se una matrice & a d.d. per riga. (per
colonna}, la sua trasposta lo & per colonna (per riga). In Fiedler ¢
Pték (1967) ¢ enunciata la proprietd per cui se una matrice A € H
allora la sua inversa A~! esiste ed & A~ € W. Da cid segue che
se A € W, allora A & regolare. Ci0 pud essere dimostrato anche
direttamente: se B = D~1AD verifica la condizione

ibff&'!>zibi‘jl, V?EGN,
L
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per i teorema di Hadamard, B & regolare e, per il teorema. d1 Binet-
Cauchy; pure A & regolare.

Proposta 3.4 - (Beauwens)

A Beauwens (1976) si deve la definizione di matrice a diago-
nale dominante in senso semistretto inferiore.

Definizione 3.4a

- Una. matrice A' = [ay] qua,dxat,a,, di ordine n, reale o com-.

plessa, ha diagonale dommante n senso semistretto mferwm se si
verificano contempomneameme le seguenti condizioni:

|CL%|§21G,”‘, i=1,2,..,n
J# E

C el -

laia|>2[c§g|, i=1,2,..,n

j=1

Beauwens (1976) definisce inoltre una matrice a diagonale domi-
nante in senso semistrefto come segue. a

Definizione 3.4b

Una matrice A quadrata, di ordine n, reale o complessa, ha
diagonale dominante in senso semistretfo se per qualche matrice
di permutazione P, la matrice PAPT &a c§1agonale dominante in

senso semistretto inferiore.

Da tale definizione segue che ogni matrice a d.d.H. & a d.d. in
senso semistretto, ma non vale il contrario, come mostrato con-
siderando la matrice '

A= 11
= [ L } .

Il seguente risultato & stato dimostrato da M. Neumann (1979).
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Teorema 3.1

Sia A una matrice quadrata, di ordine n, reale o complessa.
Le seguenti-proprieta sono equivalenti. :

1) Esiste una matrice diagonale, di ordine n, non singolare D,
reale o complessa, tale che la matrice AD ¢ a diagonale domi-
nante in senso semistretto. ' : '

2} Per qualche matrice diagonale, di ordine n, non singolare D,
reale o complessa, la matrice AD e a d.d.H.. :

' Risulta quindi che la caratterizzazione di Beauwens di dominan-
za di diagonale “generalizzata” per AD ¢ equivalente alla caratte-
rizzazione di McKenzie di dominanza di diagonale “generalizzata”
per la matrice A (d.d.M.). ‘ ‘

Proposta 3.5 (Okuguchi)

Una generalizzazione delle matrici a d.d.H. e a d.d.M. pud
essere ottenuta ixtroducendo la definizione di dominanza di diago-
nale a “blocchi”. Tale concetto & esaminato da Feingold e Varga
(1962), Erdelsky (1968) e, nella letteratura economica, da Pearce
(1974) e Okuguchi (1978). Esaminiamo brevemente il contribu- -
to di Okuguchi che pud essere considerato una estensione-della
" definizione di dominanza di diagonale di McKenzie.

Si definisce “matrice partizionata” o “a blocchl” una ma-
trice A quadrata, di ordine n, reale o complessa, di forma

An A .. A

Ay A . Ay
o | A A

A1 Ane ... Any

| in cul Ay & una sottomatrice (“blocco”) di A costituita da ele-
menti ay, con i € [ ¢ j € J, essendo [ e J elemienti di una par-
tizione dell’insieme degli indici di linea di A. I blocchi diagonali
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sono sottomatrici quadrate non singolari, mentre nulla vieta che
i blocchi extradiagonali possano esseré anche non quadrati. Per
potere introdurre il concetto di dominanza di diagonale per matrici
partizionate, non avendo alcun senso considerare il modulo degli
elementi (che in questo caso sono delle matrici), bisogna ricorrere
alla nozione di norma vettoriale e di norma matriciale.

Le norme di vettore pilt comuni sono le seguenti:

1) norma e lz|i= é}l Lay |

3

: B o T n sl 2
2) normaly 0 norma Euclidea: - || z [lo= [Z (’Ek)z} 3
k=1

. L
3) norma I, o norma di Hélder: || z fj,= [Z losklp} P‘, pal;
) ' k=1

4) norma lo 0 norma infinito: || . [|= max O
} _ - . .e

- Le norme di matrice piit usuali sono le seguenti:

1. norma del massimo elemento: max Lay |;
L€

. ’ ) i
2. norma Ly o della somrmna per colonne: || A |i;= max PRETRE
: JEN g1

3. norma Ly o norma Buclidea: || A = |3 CHRRE

)

4. norma L, o della somma per righe: || 4 }[C,;: max S day -
ek 331
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Esiste pol un criterio per ricavare una norma matriciale da una
qualunquo delle norme vettoriali, Tale metodo conduce a quella
che viene denominata nella letteratura come norma di Minkowski
o norma indotta delia matrice A. . ‘ _

Sia A una matrice, di ordine (m,n), reale o complessa, e sia
I & {| una qualstasi norma vettoriale. Cid premesso, si definisce
norma di Minkowski di A la norma o '

| Az | .
secn, a1 %1

1A j=
Tra le proprietd della norma di Minkowski elenchiamo 1e'seguenti:
1) || A ll= max | Az ;
) A= max | 4o s
2) per ogni vettore z € C" risulta || Az S A -[=].

(id premesso, consideriamo la seguente definizione, dovuta a
Okuguchi (1978).
- Definizione 3.5

La matrice A quadrata, d1 ordme n, reale o complessa,
'possmde blocchi a diagonale dominante se esistono dei sotto—vett ori
d_{>’[} dJ>[] tali che

> 1A A 1% 1, T=1,2,,N;
ar
JAI .

oppure, il che & equivaiente

“A ”_1 d1>Z“ AIJ ‘d.]} I‘"lﬁz} N
Je I

Teorema 3.2 (Okuguch:t)

Se A & matrice quadrata, di ordine n, reale o oomplessa,
con blocchi a diagonale dominante, allora A & non singolare.
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Per la dimostrazione si veda Okuguchi (1978) Oppl}.l‘e Kemp e Kimu-
ra (1978). |

Facciamo._ infine osservare che la definizione di Okuguchi’ col-
lassa a quella di dominanza di diagonale di McKenzie se i blocchi
consistono di un singolo elemento avendosi ovviamente in ’rai €aso - -

ay |
A —
” AII Iy “ ]a% i

4. Alcune applicazioni
Gib nel lavoro del 1960 McKenzie (1960) ha posto in eviden- -

“za Vutilith delle matrict a diagonale dominante (d.d.M.) nell’unifi-
care la trattazione di varl problemi economicamente rilevanti con-
nessi all’analisi dei modelli lineari di equilibrio e di crescita {Leontief
e Sraffa) e all’analisi delle condizioni di stabilitdh e di statica com-
parata di equilibri walrasiani.. Si vedano anche Magnani (1973) e
Takayama (1985) che pongono I'accento sull’utilith “unificante” del-
Papproceio di McKenzie. Altre applicazioni si possono trovare nei
lavori di Arrow e Hahn (1971), Girardi e Israel (1981), Hadar (1965,
'1969), McKenzie (2002), Murata (1977); Nikaido (1968), Newman .
(1959-60), Simon (1989), Uekawa.-(1971), Woods (1978).

Un r%'sil}t.ato fondamentale di McKenzie & il seguente.

Teorema 4.1

Se la matrice A, quadrata di ordine n, reale o complessa,
ha diagonale dominante, nel senso di McKenzie (d.d.M.), negativa
(rispettivamente, positiva), tutti i suoi autovalori hanno parte reale
negatlva {rispettivamense, positiva).

La dimostrazione & semplice e non la 11p01t1amo Come & noto,
una matrice A (quadrata) per la quale ogni autovalore M\(A) ha
parte reale negativa, viene detta matrice stabile.

Abbiamo poi visto il legame esistente tra la matrice di {onfromo
(4 e la classe delle K-matrici, nel caso che C4 siaa d.d.M.. E qum—
di ovvio che se la matrice quadrata e reale A, di ordine n, “nasce”
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gid con la struttura dei segni di Cy, per essa valgono i risultati sulle
K-matrici. McKenzie stesso dimostra tale proprietd, senza peral-
tro fare riferimento alle numerose caratterizzazioni delle matrici di
classe X, ma indicando soltanto una delle possibili equivalenze. Pilt
precisamente McKenzie (1960) dimostra il seguente risultato.

Teorema 4.2a

Sia A una matrice reale e quadrata, di ordine n; sia ay > 0,.
Vi = 1,2,..,m, ¢ ay S 0, Vi # j. Allora esiste un (unico) z 2 [0]
“ tale che Bz = ¢ per ogni ¢ 2 [0] se e solo se A ammette d.d .M. .
Possiamo quindi anche riformulare il precedente teorema nella .
versione pili generale seguente. '
Teorema 4.2b ‘ .
La Z-matrice A & K-matricese e solo se & a d.d. M. positivo.
Altre interessanti proprié_ta'deile matzici con d.d. M. $i ottengono
nel caso A sia matrice Metzleriana, ossia se A & quadrata e reale ed
\eCLUZU,VZ%j ‘
Teorema 4.3 (McKenzie (1960))

. Sia A Metzleriana; allora A & stabile se e solo se ha d.d. M.
negativg. : C
Tale tecrema pud essere completato nel seguente mddp.

D_eﬁnizione 4.1 .

La matrice reale e quadrata A, di ordine n, viene detta D-
stabile se la matrice DA & stabile, per ogni matrice diagonale D
avente nella diagonale principale elementi positivi.
Definizione 4.2 _

La matrice reale e quadrata A, di ordine n, viene detta
totalmente stabile se ogni sottomatrice principale di A & D-stabile.

Definizione 4.3

La maftrice reale e quadrata A, di ordine n, viene detta
matrice NP o matrice Hicksiana se i suol minori principali di ordine
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dispari sono negativi e quelli di ordine pari sono positivi:
(1A >0, k=1,2,..,n,

-ove Ay, & un qualsiasi minore principale di ordine k.
Teorema 4.4 . ‘
‘Sia A Metzleriana. Si hanno allora le seguenti equivalenze:

Abstabile ¢ A& Destabile ¢ A& totalmente stabile: <
& AdHicksiana & A ammette d.d.M. negativa.

Per la dimostrazione rimandiamo. a Giorgi (2003), Magnani {1973),
Kemp e Kimura (1978), Takayama (1985). '

_Tenendo presente che la matrice A, reale e quadrata, di ordine
n, & Metzleriana se —A & Z-matrice, possiamo stabilire anche le
seguenti equivalenze (si veda Takayama (1985)).

Teorema 4.5 ‘ | '
Sia A Metzleriana. St hanno allora le seguenti equivalenze:

A ammette d.d.M. negativa -« A~! esiste ed » AT < 0 «
& Fxz0)|Az<[0] & Vel Jz[0]ldz=c &
« A & Hicksiana, ossia i minori principali Ay di A st

alternano in segno: (_,._1)““ Ap>0, k=1,2;...,n

Altre interessanti proprieta delle matrici a d.d.M. derivano dal-
Iipotesi che A sia matrice Hermitiana o, se reale, matrice simme-
trica. Limitandoci al caso di matrice A, reale e simmetrica, abbiamo
il seguente risultato. '
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Teorema 4.6

Sia A reale e simmetrica, ch ordine n. legono allora le
: seguent; proprieta: :

1) Ata d.d.M. negativa => A & definita negativa
& Acdstabile <« A & Hicksiana;

9) AdaddM positiva = A & definita positiva =
& MNA) >0V, & . Ab P-matrice (4 cioé soddisfa
- le condizioni di Hawkins-Simon).

Dungque, nel caso di A simmetrica, la dominanza di diagonale (nega-
tiva o positiva} & condizione sufficiente per stabilire il segno della
~relativa forma quadratica (definita). McKenzie (2002) considera
" anche il caso di forma quadratica semidefinita.

Teorema 4.7 _

Sia. A reale e simmetrica, di ordine n, con ay; S 0, Vi =
1,2,..,n. Se A & scarsamente quasi dominante (“nearly quasidom-
inant”) allora 2T Az & semidefinita negativa. Se ¢ ay;. = 0, Vi =
1,2;...,n, si otterrd che 27 Az & semidefinita positiva. ‘

Si puo poi dimostrare Che il teorema 4.4 sussiste anche sctte
un’ipotesi meno restrittiva del richiedere che A sia matrice Metzle-
- riana.

Definizione 4.4 ,
La matrice reale e quadrata A, di ordine n, & detta matrice

di Morishima se esistono due sottoinsiemi J e K di N= {1,2,...,n}
tali che

1) InK=g;
2) JUK=N

3) sei#j allorad ay 20, perd,j€l, oppured,j ek
0y = < 0, negli altri casi.
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In altre pérole, A pud essere messa nella forma

A A
‘PAPwl — 11 12 } ,
. { Ap A

ove P & una opportuna matrice di permutazione, A;; e Agp sono
~ blocchi quadrasi e Metzleriani; Agp S [0], Az = [0].

‘Teorema 4.8

Le equivalenze elencate nel teorema 4.4 sussistono anche
con l'ipotesi che A sia matrice di Morishima. ‘

Per la dimostrazione si veda Kemp e Kimura (1978).

" La nozione di matrice d.d.M. pud essere utile dnche per ottenere
le note condizioni di Hawkins-Simon e per dimostrare I'altrettan-
to celebre teorema di Perron-Frobenius sulle matrici quadrate non
negative, Cid viene indicato nel fondamentale lavoro di McKen-
zie (1960), ove il teorema di Perron-Frobenius viene dimostrato con .
riferimento al caso di matrice indecomponibile (lo stessp dicasi per
guanto riguarda McKenzie (2002)). Qui dimostreremo, in modo ele-
mentare, il teorema di Perron-Frobenits nel caso generale di matrice
" non negativa (non indec:on@oni%i_le).

Sia A Z [0] una matrice reale non negativa, di ordine n, e
sia’ F(A) = {m: (x] — A) ammette d.d.M. positiva} . Per ogni ,
la matrice (n] — A) & Z-matrice, ossia ha elementi extradiago-
- nali non positivi. Si applicano quindi a tale matrice i risultati
precedentemente visti, per il caso di d.d.M. positiva. Inoltre, per
ogni 4 = [0], F(A) # @, poiché ogni 7 piu grande della somma
~ massima delle colonne di A deve essere elemento di F'(A). Inoltre
m e F(A) =« 2 0. Quindi il numero '

7‘—2‘1 B vrei}'}{/l) "
esiste (finito). Scriveremo per brevitd n* anziche m}, allorche dal
contesto sard chiaro che facciamo riferimento alla matrice A.
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Richiamiamo inoltre la proprieta: .
la.Z-matrice B ha d.d.M. positiva se e solo se

Bd > [0] per d = [0].

Lemma_éi.l
¢ F(A), 7 20 :
Tt =T E F( ). Qumch F(A) = (7*,+00).
Per quanto riguarda la dimostrazione si osserva che i} lemma

discénde immediatamente dalla proprietd appena 11( hiamate. € dalle
proprieta dell’estremo inferiore. :

" Lemma 4.2

7* & radice carattestica (autovalore) di A; jaf S n* per ogni
altra radice carattomsé,sca di A.

DIMOS’E‘RAZIO\IE

Sia ¢ > {0] un vettore (colonna} di R". 51 costruisca una
‘matrice di ordine (n;n + 1) le cui prime n colonne sono le colonne

- di (m*] — A) e l'ultima colonna & —c. Denotiamo tale matrice con

- [7*I — A, —¢]. Notiamo che il sistema y [7*] — A, —¢] > [0] non ha
soiunone in quanto se esiste una soluzione ¥, allora ‘

y(wIwA)>[] e Tc<0,
© cosieche per quéiche g >0, |
”((W*+J)I—A)§[O}'e §c<.0,

ii che, per 11 teorema. dell’alternasiva di Farkas- Mmkowskl (cfr Nikai-
do (1968) Takayama (1985)) il sistema :

((W'-%—G‘)I—A):nzc

non ha soluzione non negativa e quindi, per il teorema ci McKenzie,
siha 7 + o & F(A), contranamente al lemma 4.1. Quindi non
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esiste un tale 7. Di conseguenza, grazie al teorema dell’alternativa di
Gordan (cfr. Mangasarian 1969} Giorgi, Guerraggio e Thierfelder
(2004)) esiste un vettoré-[z”, o] = (0], ove z* € R" e o € R, tale
che :

wr-A-d| 2 | -0
ossia, | ‘
wr- A =a
Di conseguenza o # 0= (71— ‘ Ay ha d.d.M. positiva e
7 € F(A), contrariamente al lemma 4.1. Percid concludiamo che
& o* = 0. Quindiz* > [0] e (7’1‘ I — A)z* = [0}, cosicche 7 e,radz(‘e
‘caratteristica.di A. '

Per ogni altra radice caratteristica @, sia 2 1 %soc1ato autovet-
tore, allora Az = az e in particolare

t % ‘ = | Zazyzy ! = Z“w L2

ossia, B o -
| (alI-A)y sl
ove y; = |z, e quindi y = [0].

Nel caso in cui & |of > 7%, o) € F(A), da cui, ricordando che

una Z-matrice B ha inversa B~ 1‘ > [0] se e solo se & a d.dM.
- positiva, otteniamo :

(all-A" 21,

cosicche y < [0] : una contraddizione. Quindi | |[S7*. © " g
Nella d1mostraz,10ne dcl precedente lemma. abbzamo anche ot-
tenuto il seguen’re r1su1ta,to Che elenchiamo sepa,ratamente

Lemma 4.3
Hsiste z* > [0] tale che Az™ = 7*z".



32

Lemma '4.4
Risuita (7] — A)™" > [0] se e solo se m > 7%,
DIMOSTRAZIONE B '

1l risultato segue dal lemma 4.1, ricordando di nuovo che
una Z-matrice B ha matrice inversa B™! > {O] se e-solo se & a
d.d.M. positiva. D

Il complesso dei lemmi 4.1, 2, 3, 4, costituisce il teorema di
Perron-Frobenius per matrici A Z [0] decomponﬁmh (cioé non in-
decomponibili). Per Iottenimento della versione pitt “forte” (per
matrici indecomponibili) a partire della suddetta vcrswne, i pud
“vedere Nikaido (1968) 0 Woods (1978).

Ulteriori considerazioni su apphcazzoni economiche della domi-
nanza di diagonale si trovano nel lavoro di Simon (1989). Concludia-~
mo osservando nuovamente che il lavoro di McKenzie (1960) rara-
" mente viene citato nella letteratura matematica, ove sovente si
riscoprono (in modo non sempre preciso e corretto) le definizioni
e’ i conseguenti risultati di McKenzie." E il caso, ad esempio, del
recente articolo di Bhaya e altti (2003} e del lavoro di Gao e Wang
(1992). Per altre considerazioni sulle matrici a diagonale dominante
mmandmmo a De Giuli, Magnani e Moglia (1994).
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